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Γραμμικά μοντέλα πρόβλεψης χρονοσειρών

- Χρονοσειρά των μεταβολών της σταθμης ενός ποταμού 𝑥𝑡 , 𝑡 = 1,…𝑁 .

Θεωρούμε ότι δεν περιέχει μη γραμμικές συσχετίσεις (η στοχαστική 
διαδικασία είναι γραμμική). 

Γενικά: Τα μοντέλα παλινδρόμησης ορίζουν μια εξαρτημένη μεταβλητή

ως συνάρτηση κάποιων άλλων ανεξάρτητων μεταβλητών

Ειδικότερα: Στα γραμμικά μοντέλα παλινδρόμησης -> γραμμική 

συνάρτηση ( η εξαρτημένη μεταβλητή είναι γραμμικός συνδυασμός 

των ανεξάρτητων μεταβλητών)



Γραμμικά μοντέλα πρόβλεψης χρονοσειρών
Αυτοπαλινδρομούμενα μοντέλα 

Αυτοπαλινδρομούμενα μοντέλα (AutoRegressive models, AR) 

εξαρτημένη
𝑥𝑡 , μια χρονική στιγμή t

ανεξάρτητες 𝑥𝑡
προηγούμενους χρόνους 𝑥𝑡−1, 𝑥𝑡−2, … , 𝑥𝑡−𝑝



Γραμμικά μοντέλα πρόβλεψης χρονοσειρών
Αυτοπαλινδρομούμενα μοντέλα 

Συμβολισμός Αυτοπαλινδρομούμενου μοντέλου 

𝑥𝑡 = 𝜑0 + 𝜑1𝑥𝑡−1 + 𝜑2𝑥𝑡−2, … , 𝜑𝑝𝑥𝑡−𝑝 + 𝑧𝑡

• 𝜑0, 𝜑1, 𝜑2, … , 𝜑𝑝 𝑧𝑡
𝜎2

αριθμός p τάξη (order)



Γραμμικά μοντέλα πρόβλεψης χρονοσειρών
Αυτοπαλινδρομούμενα μοντέλα 

Εύρεση Αυτοπαλινδρομούμενου μοντέλου 

• Εκτιμούμε συντελεστές διασπορά

μπορεί να 
«εξηγηθεί»

δεν «εξηγείται» 



Γραμμικά μοντέλα πρόβλεψης χρονοσειρών
Αυτοπαλινδρομούμενα μοντέλα 

στάσιμη

Αυτοπαλινδρομούμενο μοντέλο AR(p) και αυτοσυσχέτιση. 

Μικρή αυτοσυσχέτιση σε μικρούς χρόνους (μικρές υστερήσεις)-> αδυναμία

πρόβλεψης με μοντέλο AR.



Γραμμικά μοντέλα πρόβλεψης χρονοσειρών
Αυτοπαλινδρομούμενα μοντέλα 

Αυτοπαλινδρομούμενο μοντέλο AR(p) και αυτοσυσχέτιση. 

- Εάν η χρονοσειρά έχει μέση τιμή μηδέν τότε 

- Εάν η χρονοσειρά έχει μέση τιμή διαφορετική του μηδενός τότε αφαιρώντας τη 

μέση τιμή από κάθε στοιχείο της χρονοσειράς,δηλαδή

Το μοντέλο γίνεται 

Από τα παραπάνω έχουμε

και 



Γραμμικά μοντέλα πρόβλεψης χρονοσειρών
Αυτοπαλινδρομούμενα μοντέλα 

Αυτοπαλινδρομούμενο μοντέλο AR(p) και αυτοσυσχέτιση. 

η αυτοσυσχέτιση φθίνει μονότονα στο μηδέν (εικ. α, 𝜑 = 0.8)

η αυτοσυσχέτιση φθίνει εναλλασσόμενα γύρω από το μηδέν (εικ. β 

𝜑 = −0.8)

Κουγιουμτζης Δ, Μοντέλα χρονοσειρών και πρόβλεψη



Γραμμικά μοντέλα πρόβλεψης χρονοσειρών
Αυτοπαλινδρομούμενα μοντέλα 

Παράδειγμα :Αυτοπαλινδρομούμενο μοντέλο AR(4) και η χρονοσειρά 

που παράγει  (εικ α) και αυτοσυσχέτιση (εικ β).

Η μορφή της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης μπορεί να ποικίλει 
αυξάνοντας την τάξη του μοντέλου, ωστόσο πάντα θα φθίνει 
εκθετικά στο 0.

𝒙𝒕 = 𝟏. 𝟒𝒙𝒕−𝟏 − 𝟏. 𝟓𝟑𝒙𝒕−𝟐 + 𝟏. 𝟐𝟐𝒙𝒕−𝟑 − 𝟎. 𝟑𝟏𝟎𝟒𝒙𝒕−𝟒 + 𝒛𝒕

Κουγιουμτζης Δ, Μοντέλα χρονοσειρών και πρόβλεψη



Πρόβλεψη χρονοσειρών με τάση και περιοδικότητα

- Μια χρονοσειρά μπορεί να περιέχει τάσεις, όπως θερμοκρασίες ή 
άνοδος και πτώση χρηματιστηρίου, αλλά και περιοδικότητα. Αναλύεται 
σε τρεις συνιστώσες:

𝑦𝑡 = 𝜇𝑡 + 𝑠𝑡 + 𝑥𝑡

𝜇𝑡: τάση (συναρτήσει του χρόνου)

𝑠𝑡: περιοδικότητα σταθερής περιόδου 

𝑥𝑡: χρονοσειρά  υπολοίπων που είναι στάσιμη 

Για να εκτιμηθούν τα μοντέλα πρόβλεψης πρέπει να απαλείψουμε την 
τάση κα την περιοδικότητα



Πρόβλεψη χρονοσειρών με τάση και περιοδικότητα

- Παράδειγμα αφαίρεσης τάσης και περιοδικότητας 

• Χρονοσειρά γενικός δείκτης τιμών καταναλωτή (μηνιαίες τιμές 
Ιανουάριος 2001- Αύγουστος 2005, αριθμ. σημείων 56



Πρόβλεψη χρονοσειρών με τάση και περιοδικότητα

- Αφαίρεση γραμμικής τάσης

Κουγιουμτζης Δ, Μοντέλα χρονοσειρών και πρόβλεψη

Αρχική χρονοσειρά Η Χρονοσειρά μετά την αφαίρεση 

γραμμικής τάσης 



Πρόβλεψη χρονοσειρών με τάση και περιοδικότητα

- Αφαίρεση περιοδικότητας με εκτίμηση των περιόδων

Κουγιουμτζης Δ, Μοντέλα χρονοσειρών και πρόβλεψη

Εκτίμηση του ετήσιου κύκλου του δείκτη -> Υπολογίζουμε για τον Ιανουάριο το 

μέσο όρο από τις τιμές Ιανουαρίου για τα 5 χρόνια. Την τιμή του μέσου όρου που 

υπολογίσαμε την αφαιρούμε από τις 5 παρατηρήσεις του Ιανουαρίου (για τα έτη 

2001 –2005). Το ίδιο κάνουμε και για τους άλλους μήνες οπότε και σχηματίζεται ο 

ετήσιος κύκλος



Πρόβλεψη χρονοσειρών με τάση και περιοδικότητα

- Αφαίρεση περιοδικότητας με εκτίμηση των περιόδων

Κουγιουμτζης Δ, Μοντέλα χρονοσειρών και πρόβλεψη

Για περαιτέρω ανάλυση ιδιοτήτων της χρονοσειράς, αφαιρούμε από την 

χρονοσειρά χωρίς τάση αυτή του ετήσιου κύκλου και προκύπτει η νέα προς 

ανάλυση χρονοσειρά.



Προσαρμογή μοντέλου σε χρονοσειρά



Προσαρμογή μοντέλου σε χρονοσειρά

Διαδικασία προσαρμογής του μοντέλου AR 

- Επιλογή της τάξης p του μοντέλου, 

- Εκτίμηση των παραμέτρων του μοντέλου
-
- Διαγνωστικός έλεγχο καταλληλότητας του μοντέλου.



Προσαρμογή μοντέλου σε χρονοσειρά

Επιλογή της τάξης p του μοντέλου 



Προσαρμογή μοντέλου σε χρονοσειρά

Κριτήρια Επιλογής της τάξης p του μοντέλου, 

- Κριτήριο βάσει μερικής αυτοσυσχέτισης (partial autocorrelation
function).

- Κριτήρια με βάση το σφάλμα προσαρμογής (AIC, BIC, FPE)



Προσαρμογή μοντέλου σε χρονοσειρά

Κριτήρια Επιλογής της τάξης p του μοντέλου, 

1. Κριτήριο βάσει μερικής αυτοσυσχέτισης (partial autocorrelation
function).

Γίνεται εκτίμηση των παραμέτρων μοντέλων AR με αυξανόμενη τάξη. 

Για τάξη 1, το μοντέλο είναι

𝑥𝑡 = 𝜑1,1𝑥𝑡−1 + 𝑧𝑡

Τάξη = 1

Άρα η τιμή της μερικής αυτοσυσχέτισης υστέρησης 1 είναι και ο εκτιμώμενος 

συντελεστής 

Σημειώνεται ότι στην περίπτωση αυτή η μερική αυτοσυσχέτιση ισούται με την

αυτοσυσχέτιση, (μη ύπαρξη ενδιάμεσων μεταβλητών).



Προσαρμογή μοντέλου σε χρονοσειρά

Κριτήρια Επιλογής της τάξης p του μοντέλου, 

1. Κριτήριο βάσει μερικής αυτοσυσχέτισης (partial autocorrelation
function).

Γίνεται εκτίμηση των παραμέτρων μοντέλων AR με αυξανόμενη τάξη. 

Για τάξη 2 το μοντέλο είναι

𝑥𝑡 = 𝜑1,2𝑥𝑡−1 + 𝜑2,2𝑥𝑡−2 + 𝑧𝑡

Τάξη = 2

Άρα η τιμή της μερικής αυτοσυσχέτισης υστέρησης 2 είναι και ο εκτιμώμενος 

συντελεστής



Προσαρμογή μοντέλου σε χρονοσειρά

Κριτήρια Επιλογής της τάξης p του μοντέλου, 

1. Κριτήριο βάσει μερικής αυτοσυσχέτισης (partial autocorrelation
function).

Γίνεται εκτίμηση των παραμέτρων μοντέλων AR με αυξανόμενη τάξη. 

Για τάξη 3 το μοντέλο είναι

𝑥𝑡 = 𝜑1,3𝑥𝑡−1 + 𝜑2,3𝑥𝑡−2 + 𝜑3,3𝑥𝑡−3 + 𝑧𝑡

Τάξη = 3

Άρα η τιμή της μερικής αυτοσυσχέτισης υστέρησης 3 είναι και ο εκτιμώμενος 

συντελεστής



Προσαρμογή μοντέλου σε χρονοσειρά

Κριτήριο βάσει μερικής αυτοσυσχέτισης (partial autocorrelation
function).

Προσδιορίζουμε την τάξη του AR μοντέλου από την 
τιμή της χρονικής υστέρησης στην οποία παρατηρείται 
απότομη πτώση από μη-μηδενική σε μηδενική μερική 
αυτοσυσχέτιση.



Προσαρμογή μοντέλου σε χρονοσειρά

Κριτήρια Επιλογής της τάξης p του μοντέλου βάσει σφάλματος 
προσαρμογής.

Βασίζονται στην πιθανοφάνεια των δεδομένων με δείκτη 𝑠𝑧
2 της 

διασποράς των υπολοίπων. Η χρονοσειρά έχει μήκος n.



Προσαρμογή μοντέλου σε χρονοσειρά

Εκτίμηση των παραμέτρων του μοντέλου



Προσαρμογή μοντέλου σε χρονοσειρά

Διαδικασία προσαρμογής του μοντέλου AR 

- Εκτίμηση των παραμέτρων του μοντέλου

Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων



Προσαρμογή μοντέλου σε χρονοσειρά

Παραγωγίζοντας και λύνοντας σύστημα εξισώσεων εκτιμούμε τα a,b.

Η μέση απόκλιση μεταξύ της πραγματικής και εκτιμώμενης τιμής της 

μεταβλητής ονομάζεται τυπικό σφάλμα εκτίμησης

Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων

Ελαχιστοποιούμε τα σφάλματα

𝒆𝒊 = 𝒚𝒊 − (𝒂 + 𝒃𝒙𝒊)
Ή 

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒆𝒊
𝟐 = 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒚𝒊 − 𝒂 − 𝒃𝒙𝒊
𝟐



Προσαρμογή μοντέλου σε χρονοσειρά

Διαγνωστικός έλεγχος καταλληλότητας
του μοντέλου.



Προσαρμογή μοντέλου σε χρονοσειρά

Διαδικασία προσαρμογής του μοντέλου AR 

- Διαγνωστικός έλεγχος καταλληλότητας του μοντέλου.

Ελέγχουμε εάν τα σφάλματα προσαρμογής, (διαφορές πραγματικών από 

εκτιμώμενες τιμές είναι ανεξάρτητα (δεν προέρχονται από λευκό θόρυβο ή 

υπάρχουν συσχετίσεις που δεν έχουν συμπεριληφθεί από το μοντέλο). 

Τότε το μοντέλο είναι ανεπαρκές.



Εφαρμογή προσαρμογής μοντέλου σε 
χρονοσειρά



Εφαρμογή προσαρμογής μοντέλου σε χρονοσειρά

Χρονοσειρά ρυθμού μεταβολής του ακαθάριστου εθνικού προϊόντος (ΑΕΠ) των 

ΗΠΑ . Δεδομένα τετραμηνιαίων τιμών από το 2ο τετράμηνο 1947 ως το 1ο

τετράμηνο 1991. (Κουγιουμτζης Δ., «Μοντέλα χρονοσειρών, πρόβλεψη»)



Εφαρμογή προσαρμογής μοντέλου σε χρονοσειρά

Αφού έχουμε απαλέιψει την τάση και την εποχικότητα πρέπει να βρούμε την τάξη 

του μοντέλου. Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης πέφτει γρήγορα στο 2



Εφαρμογή προσαρμογής μοντέλου σε χρονοσειρά

Η συνάρτηση μερικής αυτοσυσχέτισης πέφτει γρήγορα οριακά στο 3

Προσδιορισμός τάξης p=3 (δυσκολία, διότι είναι οριακά σημαντικές). 



Εφαρμογή προσαρμογής μοντέλου σε χρονοσειρά

Προσαρμογή του μοντέλου στη χρονοσειρά (υπολογισμοί)

-Αφαιρούμε  τη μέση τιμή (μ=0.0077) από κάθε παρατήρηση.

-Εκτιμούμε τους συντελεστές με τη μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων.

- Υπολογίζουμε το 𝝋𝟎 =  𝝁(𝟏 −  𝝋𝟏 −  𝝋𝟐 −  𝝋𝟑)

- Γράφουμε την εξίσωση του μοντέλου

- Υπολογίζουμε τα σφάλματα εκτίμησης  𝒛𝒕 = 𝒙𝒕 −  𝒙𝒕 και την διασπορά 
των σφαλμάτων 𝝈𝒛

𝟐 = 0.0000989

 𝒙𝒕 = 𝟎. 𝟑𝟓𝒙𝒕−𝟏 + 𝟎. 𝟏𝟖𝒙𝒕−𝟐 − 𝟎. 𝟏𝟒𝒙𝒕−𝟑



Εφαρμογή προσαρμογής μοντέλου σε χρονοσειρά

Προσαρμογή του μοντέλου στη χρονοσειρά με το TISEAN

ar-model USgnp.dat -p3 -o artest.dat

 𝒙𝒕 = 𝟎. 𝟑𝟓𝒙𝒕−𝟏 + 𝟎. 𝟏𝟖𝒙𝒕−𝟐 − 𝟎. 𝟏𝟒𝒙𝒕−𝟑

συντελεστές


