
ΕΝΟΤΗΤΑ 6 

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ-ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ 

 

Α. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ (ή ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΔΙΑΦΟΡΙΣΗ) 

6.1. Εισαγωγή 

Θα ασχοληθούμε με τη μελέτη βασικών μεθόδων αριθμητικής παραγώγισης, δηλαδή 

μεθόδων προσδιορισμού ποσοτήτων που υπόκεινται σε μεταβολές. Η επιλογή της 

κατάλληλης αριθμητικής μεθόδου υπολογισμού παραγώγων εξαρτάται από την ακρίβεια και 

το υπολογιστικό κόστος της μεθόδου. 

6.2. Μέθοδοι Αριθμητικής προσέγγισης παραγώγων. 

6.2.1. Με χρήση αναπτύγματος Taylor 

Είναι γνωστό ότι η παράγωγος 1ης τάξης μιας συνάρτησης f (που πληροί βασικές 

συνθήκες έτσι, ώστε να είναι παραγωγίσμη) δίνεται από τη σχέση 
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η οποία για h πολύ μικρό μπορεί να γραφεί 
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και καλείται προς τα εμπρός διαφορά 1ης τάξης. Οι διαφορές αυτού του τύπου αν και 

αποτελούν τον απλούστερο τρόπο εύρεσης παραγώγων συναρτήσεων εντούτοις μειονεκτούν 

στην ακρίβεια (στο σφάλμα της μεθόδου). Για την εύρεση της τάξης σφαλμάτων που 

εμπεριέχονται σ’ αυτό τον τρόπο αριθμητικής προσέγγισης παραγώγων σε μία προσπάθεια να 

συγκρίνουμε την ακρίβεια αυτής της μεθόδου με την ακρίβεια άλλων προσεγγιστικών 

μεθόδων παραγώγισης κάνουμε χρήση του αναπτύγματος Taylor για τη συνάρτηση f. 

Θεωρούμε μια συνάρτηση   bα,Cf   για την οποία οι τιμές της f(xi) σε (n+1) σε πλήθος 

διαφορετικά ισαπέχοντα σημεία του [α, b] xi, με 

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είναι γνωστές. Υποθέτουμε επίσης ότι όλες οι παράγωγοι ανώτερης τάξης της f σε κάθε 

σημείο του [α, b] υπάρχουν και είναι συνεχείς. Τότε το ανάπτυγμα Taylor της f με κέντρο το 

σημείο xi, μέχρι και τον 1ο όρο, δίνεται από τη σχέση 

     2
ii

i
i xx

!2

ξf
xx

!1

)(xf
)(xf(x)f  




  ,       1iι x,xξ  , 

όπου  
   2

i2 xx
!2

ξf
(x)R 


     το σφάλμα προσέγγισης,   i = 0, 1, 2, ..., n. 

Με αποκοπή του όρου του σφάλματος το παραπάνω ανάπτυγμα μπορεί να γραφεί 
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η προς τα εμπρός προσέγγιση της 1ης παραγώγου της f στο σημείο xi, i = 0, 1, 2, ..., n,  με 

απόλυτο σφάλμα προσέγγισης 
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i = 0, 1, 2, ..., n. Δεδομένου ότι η 2η παράγωγος στο διάστημα διαμερισμού είναι απόλυτα 

φραγμένη προκύπτει ότι και το απόλυτο σφάλμα της προσέγγισης είναι φραγμένο, ενώ η 

τάξη του σφάλματος είναι O(h). (Είναι γνωστό ότι το απόλυτο σφάλμα προσέγγισης  Επ (h)  

έχει τάξη σφάλματος hm, mN* (συμβολικά  O(hm))  αν υπάρχει   έτσι, ώστε  Ε0 π (h)   

). mh

Όμοια μπορούμε να σχηματίσουμε την προς τα πίσω προσέγγιση της 1ης παραγώγου της f στο 

σημείο   xi,  i = 0, 1, 2, ..., n, 

)(xf i     
   

h

xfxf 1ii 
. 

Αν εργαστούμε όμοια θεωρώντας αναπτύγματα Taylor με όρους περισσοτέρων του ενός 

σχηματίζουμε τους ακόλουθους πίνακες προς τα εμπρός και προς τα πίσω προσεγγίσεων 

(διαφορών) παραγώγων 1ης, 2ης, 3ης τάξης κλπ της f. 

ΠΙΝΑΚΑΣ 1  |  Προς τα εμπρός διαφορές διαφόρων παραγώγων 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 2  |  Προς τα πίσω διαφορές διαφόρων παραγώγων 
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6.2.2. Μέθοδος των προσδιοριστέων συντελεστών 

Η μέθοδος αυτή εφαρμόζεται όταν δεν είναι εύκολη η εύρεση της παραγώγου 

οποιασδήποτε τάξης μιας συνάρτησης f. Στην περίπτωση αυτή θεωρούμε μία πολυωνυμική 

προσέγγιση της παραγώγου της f και προσδιορίζουμε τους άγνωστους συντελεστές της 

προσέγγισης εργαζόμενοι ως εξής: 

1. Για τον υπολογισμό της   (παράγωγος 1ης τάξης της f στα ισαπέχοντα σημεία x)(xf i i) 

θεωρούμε την πολυωνυμική προσέγγιση 

     2i1iii xfcxfbxfα)(xf    ,    α, b,  Rc

και   xi+2 – xi+1 =  xi+1 – xi = h.  

2. Δεδομένου ότι η εύρεση του παραπάνω προσεγγιστικού τύπου αριθμητικής παραγώγισης 

απαιτεί τον προσδιορισμό των τριών αγνώστων συντελεστών α, b, c  θεωρούμε ότι ο 

παραπάνω τύπος είναι ακριβής για τις τρεις συναρτήσεις  1(x)f1  ,  , 

. 

i2 xx(x)f 

 2
i3 xx(x)f 

Επομένως για 

(i)    προκύπτει   α + b + c = 0     1(x)f1   0(x)f1   

(ii)     προκύπτει  i2 xx(x)f  1hc2hb      1(x)f 2      2hxx i2i   

(iii)     προκύπτει       2
i3 xx(x)f   22 ch4hb0 

(  i3 xx2(x)f   ,      ,     )  2
i1i hxx    222

i2i 4h2hxx 

3. Οι παραπάνω τρεις σχέσεις σχηματίζουν το ακόλουθο γραμμικό σύστημα τριών εξισώσεων 

με τρεις αγνώστους  α, b, c 

 α + b + c = 0 

 1h2chb   

  0ch4hb 22 

το οποίο έχει μοναδική λύση την    





 


2h

1
,

h

2
,

2h

3
cb,α,  . 

4. Επομένως ο προσεγγιστικός τύπος αριθμητικής παραγώγισης με εφαρμογή της μεθόδου 

των προσδιοριστέων συντελεστών είναι 

        2i1iii xfx4fx3f
2h

1
xf   . 

Παρατήρηση 

Η μέθοδος των προσδιοριστέρων συντελεστών είναι ακριβής για την προσέγγιση παραγώγων 

πολυωνυμικών συναρτήσεων βαθμού το πολύ 2 με ακρίβεια 2ης τάξης O(h2). 
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6.2.3. Αριθμητική παραγώγιση μέσω πολυωνύμων παρεμβολής Lagrange 

 Έχουμε ήδη αναφέρει ότι τα πολυώνυμα παρεμβολής Lagrange αποτελούν κατάλληλες 

πολυωνυμικές προσεγγίσεις συνεχών συναρτήσεων. Αυτό μας οδηγεί στο συμπέρασμα ότι 

και οι παράγωγοί τους (άμεσα προσδιορισμένες) αποτελούν κατάλληλες προσεγγίσεις των 

παραγώγων των συναρτήσεων. 

Παράδειγμα 

Να βρεθεί κατάλληλος προσεγγιστικός τύπος αριθμητικής παραγώγισης της  (f συνεχής 

συνάρτηση σε κλειστό διάστημα του R) χρησιμοποιώντας πολυώνυμο παρεμβολής Lagrange 

2ου βαθμού, που παρεμβάλει την f σε τρία σημεία x

 xf 

0, x1=x0 + h  και  x2 = x1 + h = x0 + 2h. 

Λύση 

Είναι γνωστό ότι το ζητούμενο πολυώνυμο παρεμβολής Lagrange δίνεται από τη σχέση 

    xf              2211002 xfxLxfxLxfxLxp  , 

όπου 

     
   

     
     










2hxxhxx

2hxxhxx

xxxx

xxxx
xL

0000

00

2010

21
0  

     
2

000
2

2h

2hxhxx3h2xx 
  , 

     
   

   
2

000
2

2101

20
1

h

hxxx2h2xx

xxxx

xxxx
xL







  , 

     
   

   
2

000
2

1202

10
2

2h

hxxxh2xx

xxxx

xxxx
xL







 . 

Επομένως 
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Ειδικότερα η προσεγγιστική τιμή   0xf    θα είναι 

     0xf          
2h

2hxfhx4fx3f
xp 000
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όμοια με εκείνη που προέκυψε με εφαρμογή της μεθόδου των προσδιοριστέων συντελεστών. 

Παρατηρήσεις 

1. Η τάξη προσέγγισης της  από το  0xf    02 xp  είναι τετραγωνική (O(h2)) ως προς το 

σφάλμα αποκοπής h. (Πράγματι αρκεί να εφαρμόσουμε το ανάπτυγμα Taylor για την 

προσέγγιση των σημείων  f(x0 + h),  f(x0 + 2h)). Αυτό σημαίνει ότι η προσέγγιση είναι 

ακριβής στην περίπτωση αυτή για πολυωνυμικές συναρτήσεις  f  βαθμού το πολύ 2. 

2. Ανάλογοι προσεγγιστικοί τύποι αριθμητικής παραγώγισης μέσω πολυωνύμων παρεμβολής 

Lagrange προκύπτουν στην περίπτωση που τα σημεία παρεμβολής δεν είναι ισαπέχοντα. 

Από τα παραπάνω προκύπτει γενικά  για  n = 2 ότι 

 xf                 2211002 xfxLxfxLxfxLxp   

με 
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21
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xxxx

xx2x
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xxxx

xx2x
xL


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και       xf               2211002 xfxLxfxLxfxLxp   

με 

  
   2010

0
xxxx

2
xL


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  
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  
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2
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2
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  . 

Ειδικότερα για την προσέγγιση της παραγώγου 2ης τάξης μιας συνεχούς συνάρτησης f  μέσω 

πολυωνύμων παρεμβολής Lagrange βαθμού n=2 καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι η 

προσέγγιση αυτή είναι η ίδια για κάθε  x [x0, x2]  (το οποίο δεν μπορεί να συμβαίνει) 

γεγονός που μας οδηγεί στο συμπέρασμα ότι ο βαθμός των πολυωνύμων Lagrange που 

χρησιμοποιούμε για την προσέγγιση μιας παραγώγου της f πρέπει να είναι μεγαλύτερος από 

την τάξη της παραγώγου. 
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Γενικά για κάθε  n 2 επιλέγοντας (n+1) σε πλήθος σημεία παρεμβολής x0, x1, ..., xn  

(ισαπέχοντα ή όχι) η προσέγγιση της   ixf    μέσω πολυωνύμου παρεμβολής Lagrange n- 

οστού βαθμού δίνεται από τη σχέση 

       
 

 ji

n

ji
0j

x
1)(n

jij

n

0j
i xx

!1n

ξf
xfxLxf 


 








 ,      xξ  bα,

(όπου  [α, b]  το διάστημα ορισμού της f). Η παραπάνω σχέση αποτελεί έναν γραμμικό 

συνδυασμό των τιμών ,  j = 0, 1, 2, ..., n και είναι προτιμότερο να χρησιμοποιείται για  

n = 2. 

)x(f j

B. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ 

6.3. Εισαγωγή 

Θα ασχοληθούμε με τη μελέτη βασικών μεθόδων αριθμητικής προσέγγισης ολοκληρω-

μάτων της μορφής  ,  [α, b] , f : [α, b] R μία φραγμένη, ολοκληρώσιμη 

συνάρτηση, τα οποία δεν μπορούν να υπολογιστούν με χρήση κλασικών τεχνικών 

ολοκλήρωσης. Τέτοιου είδους προσεγγιστικούς υπολογισμούς ολοκληρωμάτων συναντά 

κανείς σε εφαρμογές ως μέρος πιο σύνθετων προβλημάτων. 

dx(x)fI
b

α R 

Στην αριθμητική ολοκλήρωση συνήθως προσεγγίζουμε το ολοκλήρωμα Ι με τύπους 

ολοκλήρωσης της μορφής 

     nn21101n xfwxfwxfw(f)A   , 

όπου  xi  σημεία του διαστήματος ολοκλήρωσης  [α, b] και  1w R  βάρη, i = 0, 1, 2, ..., n. 

Ειδικότερα οι πιο συνήθεις τύποι αριθμητικής ολοκλήρωσης προκύπτουν μέσω παρεμβολής 

της f στα σημεία  xi,  i = 0, 1, 2, ...,n, με κατάλληλα πολυώνυμα ή τμηματικά πολυώνυμα 

παρεμβολής  n-οστού βαθμού  pn(x) και ολοκλήρωσης της παρεμβάλλουσας συνάρτησης 

έτσι, ώστε  

dx(x)f
b

α     dxxpn

b

α

ή    ,   dx(x)f
b

α  ii

n

0i

xfw 


iw R ,  i = 0,1,2,...,n. 

6.4. Σφάλμα αποκοπής στην Αριθμητική Ολοκλήρωση 

 Είναι γνωστό ότι αν  pn(x) είναι ένα πολυώνυμο παρεμβολής  n-οστού βαθμού που 

παρεμβάλει μία συνάρτηση  f  bα,C 1n  σε  (n+1) – σε πλήθος σημεία, x0, x1, ..., xn, τότε το 

σφάλμα παρεμβολής δίνεται από τη σχέση 

         (x)ξfxxxxxx
!1n

1
)(p(x)f 1

1)(n
n10n




 x  , 

όπου     με    ,    n01 x,x(x)ξ  αx 0  hixx 0i   ,   i = 0,1,2,..., n,   
n

αb
h


 ,  = b. nx
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Επομένως το ζητούμενο σφάλμα αποκοπής στην Αριθμητική Ολοκλήρωση ορίζεται να είναι 

           (x)ξfxxxxxx
!1n

1
dx)(p(x)f)(fE 1

1)(n
n10

b

α
n

b

α
n




  x

 n0



1 x,x(x)ξ     με    ,   αx 0  hixx 0i   ,   i = 0,1,2,..., n,   
n

αb
h


 ,  = b. nx

6.5. Κλειστοί τύποι αριθμητικής ολοκλήρωσης Newton-Cotes 

 Έστω  [α, b]   και  fC[α, b]. Για την εύρεση του κατάλληλου κλειστού τύπου 

(κανόνα) αριθμητικής ολοκλήρωσης Newton–Cotes  με  (n+1) σε πλήθος σημεία 

(κόμβους) για την προσέγγιση του ολοκληρώματος Ι (f) =  εργαζόμαστε ως εξής:  

R

1nA 

f
b

α  dxx

Θεωρούμε έναν διαμερισμό 







 


n

αb
hn,...,2,1,0,ih,ix/xxD 0ii  

του διαστήματος ολοκλήρωσης [α, b] σε ισαπέχοντα διαστήματα  [xi, xi+1], με  xi+1 – xi = h,  

i = 0, 1, 2, ..., n,  
n

αb
h


 . (Οι τύποι ολοκλήρωσης που θα μελετήσουμε καλούνται κλειστοί, 

διότι χρησιμοποιούν τα άκρα του διαστήματος ολοκλήρωσης ως σημεία του διαμερισμού σε 

αντίθεση με τους ανοικτούς τύπους Newton–Cotes). Στη συνέχεια βρίσκουμε κατάλληλο 

μοναδικό πολυώνυμο παρεμβολής    n-οστού βαθμού που παρεμβάλει την f σε (n+1) σε 

πλήθος σημεία  x

)(pn x

0, x1, ..., xn. Τότε 

      και          dx(x)p(x)pI)(fA n

b

αn1n    dx(x)ffI
b

α 
b

α
dx(x)pn

έτσι, ώστε το αντίστοιχο σφάλμα αποκοπής  )(fA)(fI)(fE 1nn   να είναι μηδέν. 

Δεδομένου ότι ισχύει: αν  Αn  είναι ο τύπος ολοκλήρωσης Newton-Cotes στο [α, b] με n 

σημεία και f μία συνεχής συνάρτηση στο [α, b],  τότε γενικά η ακολουθία  δεν 

συγκλίνει στο ολοκλήρωμα Ι(f) όταν n

  Nnn )(fA 

 . Αυτό σημαίνει ότι από τους κλειστούς τύπους 

Newton-Cotes πρακτικά επιλέγονται εκείνοι που αφορούν σε μικρό πλήθος σημείων έτσι, 

ώστε να εφαρμοστούν στα υποδιαστήματα (θα ασχοληθούμε με ισαπέχοντα και κατά κανόνα 

ομοιόμορφα υποδιαστήματα) στα οποία διαμερίζεται το αρχικό διάστημα ολοκλήρωσης [α,b]. 

Με τον τρόπο αυτό δημιουργούνται οι λεγόμενοι σύνθετοι κανόνες αριθμητικής ολοκλήρωσης 

Newton–Cotes, οι οποίοι αφορούν σε ολοκλήρωση πολυωνύμων παρεμβολής σε κάθε 

υποδιάστημα. 

6.5.1. Κανόνας Τραπεζίου 

6.5.1.1. Απλός Κανόνας Τραπεζίου 

 Χρησιμοποιώντας τη γραμμική προσέγγιση για τη συνάρτηση f θεωρούμε πολυώνυμο 

παρεμβολής Newton 1ου βαθμού που παρεμβάλει την f σε δύο σημεία x0=α,  

x1=b της μορφής 
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    α)(xbα,fαf(x)p1       αx
αb

αf(b)f
αf 




  έτσι, ώστε f(x)  p1(x), για 

κάθε x [α, b].  

Τότε θα ισχύει 

      dxxffΙ
b

α
      fAαb

2

bfαf
dx(x)p T

21

b

α
 

    

                 





  αbh,bfαf

2

h
ή  

ο απλός κανόνας τραπεζίου  (δηλαδή το εμβαδόν τραπεζίου με μεγάλη βάση f(b), μικρή βάση 

f(α)  και ύψος (b – α)). 

 Από τον τύπο του σφάλματος αποκοπής αριθμητικής ολοκλήρωσης για n=1 προκύπτει ότι 

το τοπικό σφάλμα αποκοπής (του απλού κανόνα τραπεζίου) δίνεται από τη σχέση 

       dx(x)ξfbxαx
2

1
fΕ 1

b

α
1   ,  bα,(x)ξ1  , για κάθε  bα,x  και για κάθε 

 ή   bα,Cf 2

        dx(x)ξfxbαx
2

1
fΕ 1

b

α
1   . 

Έστω    
 

 xfminm
bα,x




,  
 

 xfmaxM
bα,x




. Επομένως προκύπτει ότι 

           dxxbαxMfE2dxxbαxm
b

α1

b

α
 

(ισχύει ότι        0xbαx   ,   για κάθε   bα,x ) 

ή  
 

   
M

dxxbαx

fE2
m

b

α

1 






. 

Λόγω του γεγονότος ότι η    είναι συνεχής στο [α, b] και εφαρμόζοντας το Θεώρημα 

Μέσης Τιμής του Ολοκληρωτικού Λογισμού προκύπτει ότι υπάρχει 

(x)f 

 bα,ξ   έτσι, ώστε       

     dxxbαx(ξ)f
2

1
fΕ

b

α
1    ή υπάρχει    bα,ξ  έτσι, ώστε 

     ξf
12

αb
fΕ

3

1 
 ,   για κάθε     bα,Cf 2 . 

6.5.1.2. Σύνθετος Κανόνας Τραπεζίου  

 Θεωρώντας τον διαμερισμό του [α, b] (βλ. § 6.5) προκύπτει ότι 

  dx(x)fdx(x)fdx(x)fdx(x)ffI
bx

x

x

x

x

αx

b

α

n

1-n

2

1

1

0





  . 

Επομένως εφαρμόζοντας τον απλό κανόνα τραπεζίου για την προσέγγιση των παραπάνω 

ορισμένων ολοκληρωμάτων προκύπτει ότι  
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 fI           n1n2110 xf)(xf
2

h
xf)(xf

2

h
xf)(xf

2

h
   

       n1n210 xfxfxfxf2)(xf
2

h
     

  fAxf)(xf2)(xf
2

h T
1nni

1n

1i
0 









    . 

Η παραπάνω σχέση καλείται σύνθετος κανόνας τραπεζίου. 

 Το ολικό σφάλμα αποκοπής (του σύνθετου κανόνα τραπεζίου) ισούται με το άθροισμα 

των τοπικών σφαλμάτων του απλού κανόνα τραπεζίου σε κάθε ένα από τα υποδιαστήματα 

[xi, xi+1],  i = 0, 1, 2,..., n,  του διαστήματος [α, b]. Οπότε θα ισχύει ότι: 

(f)Adx(x)f(f)E T
1n

b

α

T
n    

           n
3

1nn2
3

121
3

01 ξfxxξfxxξfxx
12

1     

 i

n

1i

3

ξf
12

h  


 

  
   1

n

1i

2

ξf
n

αb

12

h 


 


 ,     i1i1 x,xξ  , i = 0, 1, 2,..., n. 

Αλλά    συνεχής στο  [α, b]   και (x)f 

 
 xfminm

bα,x



  

 
 xfmaxMξf

n

1
bα,x

i

n

1i





 . 

Επομένως υπάρχει    έτσι, ώστε  bα,ξ 

     ξfh
12

αb
fE 2T

n 


  ,   για κάθε      bα,Cf 2 . 

Παρατηρήσεις 

1. Η παραπάνω σχέση ολικού σφάλματος αποκοπής εκφράζει ότι το σφάλμα είναι τάξης 2. 

Γενικά η τάξη του σφάλματος του σύνθετου κανόνα του τραπεζίου είναι τουλάχιστον 2 στην 

περίπτωση που η συνάρτηση προς ολοκλήρωση είναι ομαλή. 

2. Αν    Mξfmax   , α < ξ < b, τότε ισχύει ότι 

   
Mh

12

αb
fE 2T

n 


 (άνω φράγμα ολικού σφάλματος αποκοπής αριθμητικής 

ολοκλήρωσης) 

σχέση η οποία δηλώνει ότι ο σύνθετος κανόνας του τραπεζίου έχει ταχύτητα σύγκλισης O(h2)  

για  .   bα,Cf 2

3. Αν θεωρήσουμε έναν τυχαίο διαμερισμό του διαστήματος ολοκλήρωσης  

D = {xi ,  i = 0, 1, 2, ..., n /  α = x0 < x1 < ... < xn = b}, 
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τότε ο σύνθετος κανόνας του τραπεζίου δίνεται από τη σχέση 

         i1x
1ii

n

1i

T
1n xfxf

2

xx
fA 


 




   . 

6.5.2. Κανόνας 1/3 Simpson 

6.5.2.1. Απλός Κανόνας 1/3 Simpson 

 Χρησιμοποιώντας την τετραγωνική προσέγγιση για τη συνάρτηση f  θεωρούμε μοναδικό 

πολυώνυμο παρεμβολής Newton 2ου βαθμού που παρεμβάλει την f  σε τρία σημεία  x0 = α,  

2

bα
x1


 +,  x2 = b  της μορφής 

              1021001002 xxxxx,x,xfxxx,xfxfxp  . 

Τότε θα ισχύει 

   dxxffI
b

α            2102

b

α
xfx4fxf

3

h
dxxp   ,    

2

αb
h


 . 

Η παραπάνω σχέση καλείται απλός κανόνας Simpson. 

 Αποδεικνύεται ότι το τοπικό σφάλμα αποκοπής (του απλού κανόνα Simpson) δίνεται από 

τη σχέση 

       ξf
2880

αb
fE 4

5

2


  , ξ (α, b), για κάθε   bα,Cf 4 . 

Παρατήρηση 

Με δεδομένο ότι το τοπικό σφάλμα αποκοπής του απλού κανόνα 1/3 του Simpson είναι 

ανάλογο της παραγώγου της f 4ης τάξης προκύπτει ότι  ο κανόνας εμφανίζει ακρίβεια 3ης 

τάξης γεγονός που τον καθιστά πιο ακριβή σε σχέση με τον κανόνα τραπεζίου. 

 

6.5.2.2. Σύνθετος Κανόνας 1/3 Simpson 

 Έστω nN άρτιος αριθμός,  , αx0  hixx 0i   , i = 0,1,2,..., n,   
n

αb
h


 ,  = b. 

Eφαρμόζοντας τον απλό κανόνα 1/3 του Simpson στα διαστήματα [ , ], [ , ], …, 

[ , ] προκύπτει ότι 

nx

4x0x 2x 2x

2-nx nx

         dxxfdxxfdxxfdxxffI
n

2-n

4

2

2

0

x

x

x

x

x

αx

b

α 





b
 ή 

 fI               n1n2210 xfx4fx
3

h
xfx4fxf

3

h
 nf   ή 

           














 






 n

2-n

,...6,4,2j
i

1

... 5, 3, 1,i
0

S
1n xfxf2xf4xf

3n

αb
fA j

n

 . 

Η παραπάνω σχέση καλείται σύνθετος κανόνας 1/3  Simpson. 
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Παρατηρήσεις 

1. Ο σύνθετος κανόνας 1/3 Simpson απαιτεί άρτιο πλήθος διαστημάτων n.  

2. Αποδεικνύεται ότι το ολικό σφάλμα αποκοπής του σύνθετου κανόνα 1/3 Simpson ισούται 

μ ο θρο μα ων τοπ ν σ αλμάτων του απλού κανόνα 1/3 Simpson σε κε τ  ά ισ  τ ικώ φ άθε ένα από τα 

 , …, [  του διαστήμα ότι: [ τος [α, b]. Οπότε θα ισχύει 0x , 2x ], [ 2x , 4x ] 2-nx , nx ]

 n  fES   ξfh
180

  ,  ξ
αb 44   bα,Cf 4 .  (α, b), για κάθε   

3. Από το ολικό σφάλμα αποκοπής προκύπτει ότι αν   bα,Cf 4 , τότε ο σύνθετος 

O(h4). 

Newton 3ου p3(x άλει την f  σε τέσσερα σημεία  

x0 = α, x1 = x0 + h, x2 = x0 + 2h, x3 = b, h = 

κανόνας Simpson έχει ταχύτητα σύγκλισης  

 

6.5.3. Κανόνας 3/8 Simpson 

6.5.3.1. Απλός κανόνας 3/8 Simpson 

 Χρησιμοποιώντας την κυβική προσέγγιση για τη συνάρτηση f θεωρούμε μοναδικό 

πολυώνυμο παρεμβολής βαθμού ) που παρεμβ

3

αb 
,  της μορφής 

           121001003 xxxxx,x,xfxxx,xfxf(x)p 0   

       2103210 xxxxxxx,x,x,xf  . 

Τότε θα ισχύει 

   dxxffI
b


α            32103α

3fxf
8

dx(x)p
b

xfx3fx
3h

 . 

κύπτει 

ότι το τoπικό σφάλμα αποκοπής του απλού κανόνα 3/ ται από τη χέση 

Η παραπάνω σχέση καλείται απλός κανόνας 3/8 Simpson. 

 Εργαζόμενοι όμοια όπως στους προηγούμενους απλούς κανόνες ολοκλήρωσης προ

8 Simpson δίνε σ

       ξf
6480

αb
fE 4

5
S 

  ,    ξ   bα,Cf 4 .  (α, b), για κάθε   3

Παρατηρήσεις 

1. Στον απλό κανόνα 3/8 Simpson τα ακραία σημεία του διαστήματος ολοκλήρωσης έχουν 

ης τάξης με τρία σημεία και όχι με 

έσσερα σημεία, όπως απαιτεί ο κανόνας 3/8 Simpson. 

βάρος 1 και τα ενδιάμεσα σημεία βάρος 3.  

2. Συγκρίνοντας το τoπικό σφάλμα αποκοπής του απλού κανόνα 3/8 Simpson με το 

αντίστοιχο του απλού κανόνα 1/3 Simpson, παρατηρούμε ότι εξαιτίας του μεγαλύτερου 

παρονομαστή ο κανόνας 3/8 Simpson οδηγεί σε ελαφρώς μεγαλύτερη ακρίβεια από τον 

κανόνα 1/3 Simpson. Εντούτοις ο κανόνας 1/3 Simpson είναι αυτός που χρησιμοποιείται 

συνήθως γιατί μέσω αυτού επιτυγχάνεται ακρίβεια 3

τ
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6.5.3.2. Σύνθετος κανόνας 3/8 Simpson 

 Εργαζόμενοι όμοια όπως στον σύνθετο κανόνα 1/3 Simpson θεωρώντας αριθμό 

διαστημάτων πολλαπλάσιο του 3 προκύπτει ο σύνθετος κανόνας 3/8 Simpson 

   
 

 
 

 





 









  23i

1n/3

0i
13i

1n/3

0i
0

S
1n xf3xf3xf

8

3h
fA

*
 

   



 




 n33i

2n/3

0i

xfxf2  ,  

 , i = 0, 1, 2,..., n,   όπου i  hiαx
n

αb
h


 . 

λμα αποκοπής του σύν pson δίνεται από τη σχέση 

Παρατήρηση 

Το ολικό σφά θετου κανόνα 3/8 του Sim

        ξfαb
80

fE n 
h 4

4
S*  ,    ξ ,  

n

αb
h


 .   bα,Cf 4 (α, b),  για κάθε  

6.6. Μέθοδος Romberg 

 Θεωρούμε ένα σύνθετο τύπο αριθμητικής ολοκλήρωσης στο [α, b] βήματος h

και ένα ασυμπτωτικό ανάπτυγμα σφάλματος 

2k

 (i = 2, 4, ς 

γνω α λέμ

   g(h) =O(h2k)  ανν  υπάρχει  

  fA h
1n  

         42h
b

h
  421n

α
1n hchcfAdxxffAfI  O(h ), 

όπου  ci  ...)  σταθερές ανεξάρτητες του βήματος h και εξαρτώμενε από την f, 

για κάθε    bα,Cf 2k

R  

το 

  έτσι, ώστε το σφάλμα να είναι της τάξης του h2 για  c2   0. (Είναι 

στό ότι σύμβολο του Landau  O  εκφράζει ότι: θ ε ότι η   g   είναι της τάξης του  

m2h  για  h 0,  δηλαδή Rc  έτσι, ώστε για κάθε < b–α   

έναν δι

.χ. h/2 τότε το αντίστοιχο ασυμπτωτικό ανάπτυγμα σφάλματος 

είναι της μορφής 

 0 < h 

να  ισχύει ότι    |g(h)| 2khc  ). 

 Αν χρησιμοποιήσουμε αφορετικό σύνθετο τύπο αριθμητικής ολοκλήρωσης στο 

[α, b]  βήματος  π  fA h/2
1n , 

           1nα1n 4422h/2
b

h/2 h
16

c
h

4

c
fAdxxffAfI  O

Από τις παραπάνω δύο σχέσεις προκύπτει ότι 

 2kh . 

     



  4

4
3

h
1n

h/2
1n hc

fAfA4
fI  O  2kh  

γεγονός που εκφράζει λήρωσης  ότι το σφάλμα του σύνθετου τύπου αριθμητικής ολοκ

    fAfA4
3

1n1n   είναι της τάξης του h
1 hh/2  4

εύρεση της τάξης του σφάλματος. Αν όμως ήταν γνωστή η ακριβής τιμή του c2, τότε το 

, αν και το αντίστοιχο σφάλμα του 1n  

είναι της τάξης του h

 fA h

2. Αυτό σημαίνει ότι ο προσδιορισμός του c  δεν παίζει ρόλο στην 2
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  dx(x)ffI
b

α
2h  2

h
1n cfA 

4.  

 Τα παραπάνω συμπεράσματα οδηγούν στη μέθοδο ολοκλήρωσης του Romberg στην οποία 

εργαζόμαστε ως εξής: 

 για  h = b – α  κατασκευάζουμε τον πίνακα 

 0
0A  

 1
0A   0

1A  

 2
0A   1

1A   0
2A  

 3
0A   2

1A   1
2A   0

3A  

                                       ……………………………. 

 k
0A  ο σύνθετος κανόνας τραπεζίου με βήμα k2h  και όπου  

   

12

AA
2

k
1

1k
1

2


 








  2
A k   ,   Nk  ,  . *N

Παρατηρήσεις 

1. Αν η προς ολοκλήρωση συνάρτηση f είναι αρκετά ομαλή, τότε το σφάλμα ολοκλήρωσης 

της 1ης στήλης του πίνακα είναι της τάξης h2, της 2ης στήλης της τάξης h4, της 3ης στήλης 

της τάξης h6 κλπ. 

2. Αν και η μέθοδος ολοκλήρωσης Romberg ισχύει για αρκετά ομαλές συναρτήσεις εντούτοις 

μπορεί να εφαρμοστεί και για κάθε συνεχή συνάρτηση προς ολοκλήρωση f. Επιπλέον αν η 

συνάρτηση προς ολοκλήρωση f είναι 2k φορές συνεχώς παραγωγίσιμη αλλά όχι 2k+2, τότε 

δεν είναι απαραίτητο να υπολογίσουμε όλα τα στοιχεία κάθε γραμμής του πίνακα, αλλά μόνο 

μέχρι την k-στήλη γιατί μέχρι αυτή τη στήλη έχουμε προσέγγιση της τάξης h2k, ενώ οι 

επόμενες στήλες δεν δίνουν προσεγγίσεις καλύτερης τάξης. 

 k
1A Nk3. Ο τύπος , , του παραπάνω πίνακα είναι στην πραγματικότητα ο σύνθετος 

κανόνας 1/3 του Simpson με βήμα 1k2h  . Γενικότερα για κάθε l 3 οι τύποι   kA  , , 

, δεν συμπίπτουν με τους σύνθετους κανόνες ολοκλήρωσης Newton-Cotes. 

Nk

*N
 

6.7. Κανόνες ολοκλήρωσης Gauss 

 Όμως έχουμε ήδη αναφέρει οι κανόνες ολοκλήρωσης Newton-Cotes αφορούν σε 

ισαπέχοντα σημεία τα οποία είναι πλήρως προσδιορισμένα και ομοιόμορφα κατανεμημένα 

στο [α, b]. Ειδικότερα αν [α, b]   και  w: [α, b] R μία συνάρτηση βάρους, τότε η 

προσέγγιση του  γίνεται με κανόνες ολοκλήρωσης της μορφής 

R 

  dx(x)ffI
b

α
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  dx)(fI
b

α
xf      nn11 xf,wxfw    , 

όπου  (βάρη),  (σημεία παρεμβολής) iw ix R ,  i = 1, 2,..., n. 

Στην αντίθετη περίπτωση (μη καθορισμένα σημεία) και χρησιμοποιώντας ανάλογο 

κανόνα ολοκλήρωσης (όχι Newton-Cotes) ζητείται ο προσδιορισμός των σημείων  και των 

βαρών , i = 1,2,..., n, έτσι, ώστε να υπάρχει μοναδικός τύπος ολοκλήρωσης Gauss ο 

οποίος να ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυμα με τον μέγιστο δυνατό βαθμό (για n σε πλήθος 

σημεία ο μέγιστος δυνατός βαθμός των πολυωνύμων είναι το πολύ 2n-1) σύμφωνα με το 

ακόλουθο 

ix

iw

ΘΕΩΡΗΜΑ. Έστω  [α, b] , R   Rbα,:w   συνάρτηση βάρους και , n , 

ορθογώνιο πολυώνυμο ως προς w με μεγιστοβάθμιο συντελεστή το 1. Τότε ισχύει ότι: 

np N

(α) θεωρώντας ως σημεία x1, x2, ..., xn  τις ρίζες του πο υωνύμου np  υπάρχουν 

μονοσήμαντα ορισμένα θετικά βάρη w

λ

ολοκλήρωσης Gauss 

1, w2, ..., wn έτσι, ώστε ο κανόνας αριθμητικής 

    nn11 xf,wxfwfA    να ολοκληρώνει ακριβώς πολυώνυμα  

θ ύ το πολύ (2n-1), τότε τα σημεία x1, x2, ..., xn είναι ρίζες του ορθογωνίου 

, 

βαθμού το πολύ (2n-1), 

(β) αν ο παραπάνω κανόνας αριθμητικής ολοκλήρωσης Gauss ολοκληρώνει ακριβώς 

πολυώνυμα βα μο

npπολυωνύμου 

(γ) για κάθε  bα,Cf 2n  υπάρχει ξ (α, b) έτσι, ώστε το σφάλμα του κανόνα ολοκλήρωσης 

u α είναι της μορφής 

   

του Ga ss ν

   
         dxxpxwξf

!2n

1
fE 2

n

b

α

2n  . 

 

6.7.1. Μέθοδος Gauss τριών σημείων 

 Θεωρώντας τρία σημεία θα πρέπει να προσ λεστής Rαi διορίσουμε τρεις συντε i = 1, 2, 

3. Οπότε θα χρειαστούμε πολυώνυμο βαθμού 

, 

512x312n   xp5  της μορφής 

  5
5

4
4

3
3

2
2105 xαxαxαxαxααxp   

έτσι, ώστε 

dx(x)
b

f
α        332 xfwx        353252151 xpwxpwxpw  211 fwxfw   . 

Για   =  [-1, 1]  έχουμε ότι  bα,

  dxxf
1  

1
      33221 xfwxfwxfw   1

  =      353252151 xpwxpwxpw   

 5
15

4
14

3
13

2
121101 xαxαxαxαxααw     
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    2
323103

5
25

4
24

3
23

2
222102 xαxααwxαxαxαxαxααw  

5
35

4
34

3
33 xαxαxα   

       2
2
33

2
22

2
111332110321 αxwxwxwαxwwxwαwww ..

.   5
5
33

5
22

5
11 αxwxwxw   και 

 2 x

      
dxxαxαxαxαxααdxxpdx(x)f 5

5
4

4
3

3
2

210

1

1
5

1

1

1

1
 

 
1

1

6

5

1

1

5

4

1

1

4

3

1

1

3

2

1

1

2

1
1

10
6

x
α

5

x
α

4

x
α

3

x
α

2

x
αxα


 



















  

 420 α
5

α
3

2α  . 

Εξισώνοντας τους συντελεστές των  Rαi

22

 ,  i = 1, 2, 3, 4, 5  στις δύο παραπάνω σχέσεις 

προκύπτει σύστημα έξι εξισ σεων με έξι αγνώστους της μορφής  ώ

2www 321   

0xwxwxw 332211   

3

2
xwxwxw 2

33
2
22

2
11   

0xwxwxw 3
33

3
22

3
11   

5

2
xwxwxw 4

33
4
22

4
11   

0xw 5
33 xwxw 5

22
5
11   

η επίλυση του οποίου δίνει 53x1  , x2 = 0, 53x3  , 95w1  , 98w 2  95w 3  . 

Επομένως θα ισχύει ότι 

 dxxf
1

1       53f950f9853f95  . 

σάρων, πέντε ση

 θεωρώντας μη 

απέχοντα και όχι πλήρως καθορισμένα σημεία παρεμβολής. 

Παρατήρηση 

Η περίπτωση της μεθόδου ολοκλήρωσης Gauss τριών σημείων που έχει παρουσιαστεί πιο 

πάνω δεν αποτελεί μοναδική περίπτωση κανόνα ολοκλήρωσης Gauss. Γενικά μπορούν να 

χρησιμοποιηθούν προσεγγίσεις περισσοτέρων σημείων (τεσ μείων κλπ.), οι 

οποίες οδηγούν σε μεγαλύτερη ακρίβεια προσέγγισης του I  dx(x)ff
b

α
ισ

 

Ασκήσεις 
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1. Για την αριθμητική προσέγγιση του ολοκληρώματος dx
20






πx
sinI

1   εφαρμόζοντας τον 

σύνθετο κανόνα του τραπεζίου με σφάλμα μικρότερο του 10-6 πόσα σημεία παρεμβολής 

πρέπει να χρησιμοποιήσουμε;  

Είναι γνωστό ότι το ολικό σφάλμα αποκοπής του σύνθετου κανόνα του τραπεζίου είναι 

Λύση 

     ξf
12n

αb
fE

2

3
T
n 


 (α, b), για κάθε    bα,Cf 2 . ,   ξ

Επομένως θα έχουμε 

        ξf
1

E
2

T
n   ,   ξ

12n
ξf

12n

01
f

2

3




  (0, 1), 

με    







2

πx
sinxf ,    








2

πx
cos

2

π
xf ,    








2

πx
sin

4

π
xf

2

,   για κάθε 

Επιπλέον  

 10,x . 

 
  4

πξfmaxM
2

10,ξ



. Άρα θα ισχύει ότι  

 
48

π10π11 262
6

2
T 

4

π1
n10ΜfE

6
2

22n  
 

1012412n12n 

      453.45
48

n
3

 . 
π10

ως θα χρησιμοποιηθούν τουλάχιστον  454.451n  σημεία παρεμβολής. Επομέν

2. Να βρεθεί μία προσεγγιστική του ολοκληρώματος   
2

4 dx
  εφαρμόζοντας τον σύνθετο 

0 x1
κανόνα του τραπεζίου και χρησιμοποιώντας 13 σημεία παρεμβολής. 

Θα χρησιμοποιηθούν 13 σημεία παρεμβολής, δηλαδή  n = 12 υποδιαστήματα με κοινό πλάτος 

Λύση 

10b 
12 3

4

n

α
h 


 . 

σκ άζουμε  πίνακ  τη νάρτ προς ολοκλήρωσηΚατα ευ  τον α τιμών ς συ ησης   
2x1

1
xf




ε ε λ

 1/3 3 x4 x5 = 5/3 x6 = 6/3 x7 = 7/3 

, για 

 xκάθ  40, στα 13 σημ ία παρεμβο ής 

xi x0 = 0 x1 = x2 = 2/ x3 = 1  = 4/3 

f(xi) 1 0.9 0.6923 0.5 0.36 0.2647 0.2 0.1552 

 

x  xi x8 = 8/3 x9 = 9/3 10 = 10/3 x11 = 11/3 x12 = 12/3

f(xi) 0.1233 0.1 0.0826 0.0692 0.0588 

 

Επομένως εφαρμόζοντας τον σύνθετο κανόνα του τραπεζίου έχουμε ότι  
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      



  


12i

11

1i
0 xfxf2xf

2

h
  

2

4

0 x1

dx
fI


    

 

 ].0588.0)0692.00826.01.00.12330.15522.00.26470.360.50.69230.9(21
2

31

1



βρεθεί μία προσεγγιστική τιμή του ολοκληρώματος εφαρμόζοντας τον 

Θα χρησιμοποιηθούν 11 σημεία παρεμβολής, δηλαδή n=10 (άρτιο πλήθος n=2x5=10) 

υποδιαστήματα του διαστήματος ολοκλήρωσης [0,1] με κοινό πλάτος   

 dxe 2x

0

  3. Να 

σύνθετο κανόνα 1/3 του Simpson και χρησιμοποιώντας 11 σημεία παρεμβολής. 

Λύση 

10

10
10

1

n

αb
h 


 . 

τασ υ ακα  συν ρος ση   2xexf  , Κα κευάζο με τον πίν  τιμών της άρτησης π  ολοκλήρω για κάθε 

i x0 = 0 x1 = 1/10 x2 = 2/10 x3 = 3/10 x4 = 4/10 

0x 1, . 

x

f(xi) .990 .960 .913 .8521 0 04983 0 78944 0 93119 0 14379

 

xi x5 = 5/10 x6 = 6/10 x7 = 7/10 x8 = 8/10 x9 = 9/10 x10 = 1 

f(xi) 0.7788007 0.69767633 0.61262639 0.52729242 0.4448  0.36787944 8 5807

Επομένως εφαρμόζοντας τον σύνθετο κανόνα 1/3 του Simpson έχουμε ότι 

  dxefI 2x

0

   
1

               975310 xfxfxfxfxf4xf
3x10

0)-(1  

             108642 xfxfxfxfxf2   

30
 [1 +4 (0.99004983 + 0.91393119 + 0.77

1
880078 + 0.61262639 +  

2 (0.96078944 + 0.85214379 + 0.69767633 +  

  29242) + 0.3678794

άλμα ολοκλήρωσης είναι 

   + 0.44485807) + 

 + 0.577 4] .  

Το απόλυτο σφ

 (f)I)(fIE 0.  , όπου   0.74682413fI0   η ακριβής τιμή του ολοκληρώματος. 

Παρατήρηση 

Από την άσκηση 1 έχουμε ότι ένα άνω φρ  ολικού σφάλματος αποκοπής του 

σύνθετου κανόνα του τραπεζίου είναι 

άγμα του

   
M

12n
fE

2
T
n   ,  όπου  αb 3  (x)fmaxM

[0,1]x



. 

    2x2 e12x2xf  ,  έχουμε ότι   2ξfmaxM
[0,1]ξ




,  για κάθε   10,xΕπειδή  . 

Επομένως θα ισχύει ότι 
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   
22

3
T
n

12n

2
2

12n

01
fE 


 . 

Υποθέτοντας ότι το αποτέλεσμα θα έχει ακρίβεια τουλάχιστον 5 δ.ψ. θα πρέπει να ισχύει 

 183
30

10
n

30

10

12x5x10

2
n5x10

12n

2 66

6
26

2



  , 

δηλαδή θα απα τηθούν του άχιστον 184 ομοι μορφα κατανεμημένα σημεία έτσι, ώστε η 

προσεγγιστική τιμή του παραπάνω ολοκληρώματος μέσω του σύνθετου κανόνα του 

τραπεζίου να έχει ακρίβεια τουλάχιστον 5 δ.ψ. Αυτό οφείλεται στη χαμηλή τάξη ακρίβειας 

της μεθόδου. Εντούτοις

ι λ ό

 χρησιμοποιώντας μεθόδους αριθμητικής ολοκλήρωσης με 

προσεγγίσε

η σύγκλισης του σύνθετου κανόνα του τραπεζίου, που εφαρμόζεται για την 

του ολοκληρώματος 

υψηλότερη τάξη ακρίβειας, όπως ο σύνθετος κανόνας 1/3 του Simpson που χρησιμοποιήσαμε 

πιο πάνω, καταλήγουμε σε καλύτερες ις με πολύ μικρότερο αριθμό σημείων 

παρεμβολής (11 σημεία). 

4. Να βρεθεί η τάξ

 dxx
1

0

με  fE hT
n  το σφάλμα του σύνθε νόνα του τρ α 

προσέγγιση , για  n = 2, 4, 8, 16, 32. (βλ. Ακριβής Γ.Δ. – 

Δουγαλής Β.Α.). 

Λύση 

Συμβολίζουμε του κα απεζίου για βήμ

n

αb
h


 . Υποθέτουμε ότ

Χρησιμοποιώ

ι υπάρχει σταθερά c (συνάρτηση της f) έτσι, ώστε να ισχύει  

ν  βήμα   rT
n hcfE h  . τας μικρότερο h/2h   έ υμε ότι .     rT

n h/2cfE h/2 χο

Επομένως θα ισχύει 

  
   
 

r
T
n 2

fE h

     ή    r = log 
 

log2/  
fE hT

n . 
T fE h/2
n fE h/2T

n

ό  ότι το r μ τ  α  κΜε αυτ ν τον τρόπο διαπιστώνουμε ε αβάλλεται με το βήμ  h και δίνει όλο αι 

καλύτερες προσεγγίσεις της πραγματικής τάξης σύγκλισης της μεθόδου καθώς το h   0. 

Για το συγκεκριμένο ολοκλήρωμα dxx
1

0  χρησ  τον σύνθε να του 

τραπεζίου θεωρώ τας ομοιόμορφο διαμερισμό του  ολοκλήρωσης [0, 1]. 

Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση προς ολοκλήρωση 

ιμοποιούμε το κανό

ν διαστήματος

  xxf  , για κάθε είναι 

λοκληρώσιμη στο [0, 1] αλλά δεν είναι ομαλή στο 0, επομένως η τάξη σύγκλισης της 

εθόδου θα είναι μικρότερη του 2. Υπολογίζοντας το σφάλμα προσέγγισης του σύνθετου 

ανόνα του τραπεζίου και το  r,  για  n = 2, 4, 8, 16, 32, προκύπτει ότι 

 10,x , 

ο

μ

κ
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n  fE n  T r 

2 0.631133E-3 

4 0.233836E-3 
1.43245 

8 6E-4 0.85364

16 0.308543E-4 

32 0.110775E-4 
784 

1.45379 

1.46817 

1.47

 

Επομένως καθώς το βήμα h μειώνεται (h   0)  το  r  ει το 1.5. Άρα μία 

προσεγγιστική τιμή

προσεγγίζ

 της ζητούμενης τάξης σύγκλισης είναι 1.5. 

βρεθεί μία προσεγγιστική τιμή του ολοκληρώματος  εφαρμόζοντας τη 

μέθοδο R

Λύση 

χουμε ότι 

 dxe 2x
1

0

  5. Να 

amberg. 

Έ

  ηA 0
0    προσεγγιστική τιμή του ολοκληρώματος με τον σύνθετο κανόνα του τραπεζίου με  

  0.68393970A1
2

01

2

αb
h 0

000






 . 

  ηA 1
0    προσεγγιστική τιμή του ολοκληρώματος με τον σύνθετο κανόνα του τραπεζίου με  

  0.73137027A1/2
2

01

2

αb
h 1

01






 .  

  ηA 2
0    προσεγγιστική τιμή του ολοκληρώματος με τον σύνθετο κανόνα του τραπεζίου με  

  0.74298412A1/4
4

01

2

αb
h 2

02






 . 

  ηA 3
0    προσεγγιστική τιμή του ολοκληρώματος με τον σύνθετο κανόνα του τραπεζίου με  

   0.74586564A1/8
8

01

2

αb
h 3

03






 . 

Επιπλέον 

 
   

0.74718046
12

AA2
A

2

0
0

1
0

2
0

1 



 , 

 
   

0.74685544
12

AA2
A

2

1
0

2
0

2
1

1 



 , 

 
   

0.74682617
12

AA2
A

2

2
0

3
0

2
2

1 



 , 
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 
   

0.74683380
12

AA2
A

4

0
1

1
1

4
0

2 



 , 

 
   

0.74682420
12

AA2
A

4

1
1

2
1

4
1

2 



 , 

 
   

0.74682403
12

AA2 0
2

1
2

6
0 

A
63 


 . 

Οι παραπάνω σχέσεις απεικονίζονται στον ακόλουθο πίνακα. 

  0.68393970A 0
0   

  0.73137027A 1
0     0.74718046A 0

1   

  0.742984122
0 A    0.74685544A 1

1     0.74683380A 0
2   

  0.74586564A 3
0     0.74682617A 2

1     0.74682420A 1
2     0.74682403A 0   

 

ς του ολοκληρώματος dxe
1

0  με ακριβής 

3

Παρατηρούμε ότι η μέθοδος ολοκλήρωσης του Romberg οδηγεί σε πολύ καλές 

προσεγγιστικές τιμέ τιμή Ι(f) = 0.74682413279 
2x

χρησιμοποιώντας μικρό αριθμό κόμβων. Συγκεκριμένα για την προσέγγιση 

  0.74682403A 0
3   απαιτήθηκαν 9 προηγούμενοι υπολογισμοί. 

. Ο ακόλουθ ίνακ  πε ει  τ ύτητ εν οχή το ου ίται σε ευθεία 

ραμμή σε συγ έν

Είναι γνωστό 

χρονική στιγμή t1 έως τη χρονική στιγμή t2 μέσω της ολοκλήρωσης της ταχύτητας, δηλαδή 

τος που

 χρονική στιγμή t = 1s  έως τη χρονική στιγμή  χρησιμοποιώντας 

ρούμε ότι έχουμε 10 

υν ομοιό

ολοκλήρωσης [1, 10] σε n = 9  υποδιαστήματα με κοινό πλάτος h = 1. 

Επομένως η ζητούμενη προσεγγιστική τιμή του ολοκληρώματος  εφαρμόζοντας τον 

σύνθετο κανόνα του τραπεζίου είναι 

6 ος π ας ριγράφ την αχ α ός μα ς π κινε

γ κεκριμ ες χρονικές στιγμές. 

 

 

 

ότι μπορούμε να υπολογίσουμε το διάστημα που έχει διανύσει το όχημα από τη 

 dttus
2

1

t

t
 . Να βρεθεί μία προσεγγιστική τιμή του διαστήμα  έχει διανύσει το 

t(s) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


από τη

u(m/s) 3.5 6 12.5 18 29.5 40 54.5 70 85.5 10.6 

όχημα  10st* 

κατάλληλη μέθοδο αριθμητικής ολοκλήρωσης. 

Λύση 

Α. Χρησιμοποιώντας τον σύνθετο κανόνα του τραπεζίου παρατη

ισαπέχοντες χρονικές στιγμές με βήμα h = 1, οι οποίες διαμερίζο μορφα το διάστημα 

  dttu
10

1

 20



 21

 uI
1

1  dttu
0

              983210 tututututu2tu
2

h
    

   m05.23310.685.57054.54029.51812.5623.5             
2

 . 

. 

10

1

Άρα το ζητούμενο διάστημα θα είναι 323.05 m

Β. Παρατηρούμε ότι δεν μπορεί να βρεθεί μία προσεγγιστική τιμή του ολοκληρώματος 

άρτιο αριθμό 

ποδιαστημ . 

ροσθέτοντ = 11s προκύπτει ο ακόλουθος ακας τιμών

γγιστι ρονική 

στιγμή t = 1s έως ρονική στιγμή t  = 11s, δηλαδή η προσεγγιστική τιμή του 

ολοκληρώματο , εφαρμόζοντας τον σύνθετο κανόνα 1/3 του Simpson είναι 



 dttu
1  χρησιμοποιώντας τον σύνθετο κανόνα 1/3 του Simpson, διότι απαιτεί 

υ άτων

ας ένα ακόμη σημείο t Π πίν  

 

 

 

Στην περίπτωση αυτή παρατηρούμε ότι το αρχικό διάστημα ολοκλήρωση [1, 11] διαμερίζεται 

ομοιόμορφα σε 2n = 10(n=5)  υποδιαστήματα (ουσιαστικά εφαρμόζουμε τον απλό κανόνα 

1/3 του Simpson στα υποδιαστήματα  [t0, t2] = [1, 3],  [t2, t4] = [3, 5],  [t4 , t6] = [5, 7],   [t6 , 

t8] = [7, 9],   [t8 , t10] = [9, 11]  με αντίστοιχα μέσα σημεία t1 = 2, t3 = 4, t5 = 6, t7 = 8, t9 = 10  

κοινού πλάτους h=1). Δεν μπορούμε να δημιουργήσουμε άλλα σημεία δεδομένου ότι δεν 

είναι γνωστός ο τύπος της συνάρτησης αλλά μόνο ο πίνακας τιμών της. Επομένως η 

ζητούμενη προσε μή του διαστήματος που θα διανύσει το όχημα από τη χ
*

κή τι

τη χ

 dtς   tu
11

1

   dttuu
1  I
11

  
               


975310 tututututu4tu
3n

αb
 

                    108642 tututututu2   

     12085.554.529.512.52106704018643.5
3x10

111



 . 

 

 

t(s) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

u(m/s) 3.5 6 12.5 18 29.5 40 54.5 70 85.5 106 120 


