
ΕΝΟΤΗΤΑ 2 

ΟΡΙΖΟΥΣΑ-ΕΠΙΛΥΣΗ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ-ΘΕΩΡΙΑ 
 

2.1. Ορίζουσα Τετραγωνικού Πίνακα nxn 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

(i)  n=2. Θεωρούμε τον τετραγωνικό πίνακα 2x2    .  Τότε καλούμε ορίζουσα 

του πίνακα Α = (α
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ij), i,j = 1,2  και συμβολίζουμε με det(A) (determinant του Α) τον 

πραγματικό αριθμό 

 det(A) = 
2221

1211

αα

αα
 21122211 αααα  . Καλείται και ορίζουσα 2ης τάξης. 

                             (-)                (+) 

 (ii)  n=3. Θεωρούμε τον τετραγωνικό πίνακα 3x3    .  Τότε καλούμε 

ορίζουσα του πίνακα   Α = (α


















333231

232221

131211

ααα

ααα

ααα

A

ij),  i, j = 1, 2, 3 τον πραγματικό αριθμό που προκύπτει αν 

διαγράψουμε τη i- γραμμή  και τη j- στήλη του αντίστοιχου στοιχείου αij  του πίνακα Α, i,j = 

1,2,3  ως εξής: 
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Καλείται δε και ορίζουσα 3ης τάξης. 

(Επιλέγουμε το ανάπτυγμα της ορίζουσας του πίνακα Α ως προς τα στοιχεία της 1ης 

γραμμής. Μπορούμε να επιλέξουμε το ανάπτυγμα της ορίζουσας του πίνακα Α ως προς τα 

στοιχεία οποιασδήποτε γραμμής και στήλης). 

Άρα 
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                          (-)           (+)            (-)           (+)            (-)           (+) 

       312232211331233321123223232211 ααααααααααααααα  

312213322113312312332112322311332211 αααααααααααααααααα  . 
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Ειδικότερα η ορίζουσα 3ης τάξης (και μόνο αυτή) μπορεί να υπολογιστεί εφαρμόζοντας τον 

κανόνα του Sarrus ως εξής: 
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           (-)      (-)     (-)          (+)     (+)      (+) 

312213322311332112322113312312332211 αααααααααααααααααα   

Γενικά για κάθε  n 2 η ορίζουσα του τετραγωνικού πίνακα  

υπολογίζεται αναδρομικά μέσω των υποοριζουσών (n-1)-τάξης. 
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Για παράδειγμα επιλέγοντας την 1η γραμμή το ανάπτυγμα της ορίζουσας n-τάξης του πίνακα  

Α = (αij), i, j = 1,2,..., n  είναι 

         1n
n1

1n12
21

1211
11

11 Adet1α...Adet1αAdet1αAdet   , 

ενώ γενικά ως προς τα στοιχεία της  i- γραμμής,  i = 1, 2, ..., n  είναι 

        in
ni

ini2
2i

i2i1
1i

i1 Adet1α...Adet1αAdet1αAdet   (Ανάπτυγμα κατά 

Laplace) 

Ο αριθμός ,  όπου  Α  ij
ji

ij Adet1E  
ij,  για κάθε  i,j = 1,2,...,n, είναι ο πίνακας που 

προκύπτει από τον τετραγωνικό πίνακα nxn  Α = (αij), i,j=1,2,..., n  αν διαγράψουμε τη i-

γραμμή και τη j-στήλη του πίνακα Α, καλείται αλγεβρικό συμπλήρωμα του στοιχείου  αij , 

i,j = 1, 2, ..., n,  ενώ η  det Aij  καλείται ελάσσονα ορίζουσα του πίνακα Α, που αντιστοιχεί 

στο στοιχείο  αij. 

 

2.2. Ιδιότητες Οριζουσών 

Ισχύει ότι: 

(i)  det In = 1 

(ii)  det (A) = det (AT),  όπου  ΑΤ  ο ανάστροφος του πίνακα Α. 

(iii) Η ορίζουσα ενός άνω (ή κάτω) τριγωνικού πίνακα ισούται με το γινόμενο των στοιχείων 

της κυρίας διαγωνίου του. (Όμοια ισχύει και για την ορίζουσα ενός διαγώνιου πίνακα). 

(iv)     BdetAdetBAdet   ,  όπου  Α = (αij), B = (βij),  i,j = 1, 2,..., n,  τετραγωνικοί 

πίνακες  nxn. 

Γενικά           k21k21 AdetAdetAdetAAAdet   ,  όπου    ijαA  ,  i,j = 1, 2, ..., n,  

 = 1,2,..., k,  τετραγωνικοί πίνακας  nxn. 
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Ειδική περίπτωση 

Αν    Α1 = Α2 = ....  =  Αk = A,  τότε ισχύει ότι 

            k
k

k AdetAdetAdetAAdetAdet 
  




   ,  k = 1, 2, ... . 

(v)       BdetAdetBAdet  



(vi)  Η ορίζουσα ενός τετραγωνικού πίνακα Α = (αij),  i, j = 1, 2, ..., n  είναι  0  αν όλα τα 

στοιχεία μιας γραμμής ή μιας στήλης της είναι μηδέν. 

(vii)  Η ορίζουσα ενός τετραγωνικού πίνακα Α = (αij),  i, j = 1, 2, ..., n,  αλλάζει πρόσημο αν 

αντιμεταθέσουμε δύο οποιεσδήποτε γραμμές ή στήλες της. 

(viii)  Η ορίζουσα ενός τετραγωνικού πίνακα Α = (αij),  i, j = 1, 2, ..., n,  είναι 0  αν τα 

στοιχεία δυο γραμμών ή δύο στηλών του πίνακα Α  είναι ίσα. 

(ix)  Η ορίζουσα ενός τετραγωνικού πίνακα Α = (αij),  i, j = 1, 2, ..., n,  είναι 0  αν τα 

αντίστοιχα στοιχεία δύο γραμμών ή δύο στηλών του πίνακα Α  είναι ανάλογα (έχουν τον ίδιο 

λόγο). 

(x)  Η ορίζουσα ενός τετραγωνικού πίνακα Α = (αij),  i, j = 1, 2, ..., n,  πολλαπλασιάζεται με 

τον αριθμό   αν όλα τα στοιχεία μιας γραμμής ή μιας στήλης του πίνακα Α  

πολλαπλασιαστούν με τον αριθμό k. 

Rk

Γενικά ισχύει ότι: 

  AdetkkAdet n   ,   Rk ,    n = 1, 2, ... . 

(xi)  Η ορίζουσα ενός τετραγωνικού πίνακα Α = (αij),  i, j = 1, 2, ..., n,  δεν μεταβάλλεται ως 

προς την τιμή της αν στα στοιχεία μιας γραμμής ή μιας στήλης της προσθέσουμε τα 

αντίστοιχα στοιχεία μιας άλλης γραμμής ή στήλης της. 

(xii)  Αν τα στοιχεία μιας γραμμής ή μιας στήλης ενός τετραγωνικού πίνακα Α = (αij),  i, j = 

1, 2, ..., n,  είναι άθροισμα m αριθμών, τότε η ορίζουσα του πίνακα Α  γράφεται ως άθροισμα  

m  οριζουσών. 

 

2.3. Αντίστροφος Πίνακας 

Για κάθε τετραγωνικό πίνακα Α = (αij),  i, j = 1, 2, ..., n, ο πίνακας με στοιχεία τα αλγεβρικά 

συμπληρώματα των στοιχείων του Α, δηλαδή ο πίνακας  
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καλείται πίνακας αλγεβρικών συμπληρωμάτων του Α,  ενώ ο ανάστροφός του  
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καλείται προσαρτημένος του πίνακα Α  και συμβολίζεται με  αdjA. 

Ισχύει ότι: 

        nIdetAAαdjAαdjAA   

Καλούμε αντίστροφο ενός τετραγωνικού πίνακα  Α = (αij),  i, j = 1, 2, ..., n,  έναν πίνακα Β 

τέτοιο ώστε  

   nIABBA 

Συμβολίζουμε με   .  n
111 IAAAAAB  

Για κάθε τετραγωνικό πίνακα  Α = (αij),  i, j = 1, 2,..., n,  υπάρχει ο αντίστροφος του   ανν  

. Στην περίπτωση αυτή ο τετραγωνικός πίνακας Α καλείται μη ιδιάζων (ή 

ομαλός) πίνακας. Ισχύει ότι: 

1A

  0Adet 

 για κάθε μη ιδιάζων τετραγωνικό πίνακα  Α = (αij),  i, j = 1, 2,..., n,  υπάρχει μοναδικός 

αντίστροφός του  1A   έτσι, ώστε 

   αdjA
Adet

1
A 1   

Επιπλέον αν οι τετραγωνικοί πίνακας  Α = (αij),  B = (βij),  i, j = 1, 2,..., n,  είναι 

αντιστρέψιμοι (έχουν μοναδικό αντίστροφο , ),  τότε ισχύει ότι: 1A 1B

(i)     AA
11 



(ii)   ,    (A    1kk1 AA
  k

 ,  ,  αντιστρέψιμος) *Nk

(iii)    11 A
λ

1
λA      ,   *Rλ  

(iv)       11 AdetAdet    

(v)       11 αdjAAjαd  

(vi)     (   αντιστρέψιμος πίνακας)   111 ABBA   BA 

(vii)  Για κάθε τριγωνικό  (άνω ή κάτω) πίνακα Α  nxn,  τόσο ο προσαρτημένος όσο και ο 

αντίστροφός του είναι τριγωνικοί πίνακες. 

(viii)  Για κάθε διαγώνιο πίνακα Α  nxn,  με  αii   0,  i = 1, 2, ..., n,  τόσο ο προσαρτημένος 

όσο και ο αντίστροφός του είναι διαγώνιοι πίνακες. Ειδικότερα ο αντίστροφος πίνακας  

θα έχει στοιχεία στην κύρια διαγώνιο τα αντίστροφα των στοιχείων του πίνακα Α. 

1A

(ix)  Για κάθε συμμετρικό πίνακα Α  nxn,  τόσο ο προσαρτημένος όσο και ο αντίστροφός του 

είναι συμμετρικοί πίνακες. 
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(x)     111 BABA  

 

2.4. Γραμμικά Συστήματα 

2.4.1. Καλούμε βαθμό ενός πίνακα  mxn  Α = (αij),  i = 1, 2, ..., m,  j = 1, 2, ..., n , και 

συμβολίζουμε με  r(A) έναν ακέραιο αριθμό  k  που αντιστοιχεί στην τάξη μιας μη μηδενικής 

υποορίζουσας του πίνακα Α έτσι, ώστε κάθε άλλη υποορίζουσα τάξης   να είναι 

μηδενική. 

k

 

2.4.2. Καλούμε στοιχειώδεις μετασχηματισμοί ενός πίνακα  mxn Α = (αij), i = 1, 2,..., m,   

i = 1, 2, ..., n,  τις ακόλουθες πράξεις μεταξύ γραμμών (ή στηλών) του πίνακα Α:  

(i) Εναλλαγή δυο γραμμών (ή δύο στηλών)  i και j  του πίνακα Α. Συμβολίζουμε με  Γi   Γj 

(ή  Σi  Σ j). 

(ii) Πολλαπλασιασμός όλων των στοιχείων μιας γραμμής (ή μιας στήλης) του πίνακα Α με 

τον ίδιο μη μηδενικό αριθμό  t.  Συμβολίζουμε με  Γi jΓt    (ή  ji t  ). 

(iii) Πολλαπλασιασμός όλων των στοιχείων μιας γραμμής (ή μιας στήλης) του πίνακα Α με 

τον ίδιο μη μηδενικό αριθμό t, πρόσθεση στα αντίστοιχα στοιχεία μιας άλλης γραμμής (ή 

στήλης) του Α και μεταφορά του τελικού αποτελέσματος στα αντίστοιχα στοιχεία της 

αρχικής γραμμής (ή στήλης) του πίνακα Α. Συμβολίζουμε με  (ή  

). 

jji ΓΓΓt 

jjit 

Ισχύει ότι: 

1. Δύο πίνακες Α και Β είναι γραμμοϊσοδύναμοι (Α ~ Β)  ανν είναι του ίδιου βαθμού και ο 

ένας προκύπτει από τον άλλο μέσω στοιχειωδών μετασχηματισμών γραμμών (ή στηλών), 

(δεδομένου ότι κατά την εκτέλεση οσωνδήποτε στοιχειωδών μετασχηματισμών γραμμών ή 

στηλών ενός πίνακα ο βαθμός του πίνακα δεν μεταβάλλεται). 

2. Κάθε πίνακας Α mxn με m n (ή  m=n)  μπορεί να μετατραπεί μέσω στοιχειωδών 

μετασχηματισμών γραμμών (ή στηλών) του σε έναν γραμμοϊσοδύναμο πίνακα Β κλιμακωτής 

(ή ειδικά τριγωνικής) μορφής του οποίου ο βαθμός ισούται με το πλήθος των μη μηδενικών 

γραμμών του. 

Ειδικότερα αν ο πίνακας Β είναι της μορφής 


 (Ι 








00

0I
B k

k  ο μοναδιαίος πίνακας τάξης 

k), τότε θα λέμε ότι ο γραμμοϊσοδύναμος πίνακας Β του Α είναι ο ισοδύναμος πίνακας 

κανονικής μορφής του πίνακα Α. 
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Παράδειγμα 1 

Να βρεθεί ο βαθμός του πίνακα  









012

523
A  

Λύση 

α΄ τρόπος: Δεδομένου ότι ο πίνακας Α είναι ένας πίνακας  2x3 αναζητούμε ορίζουσα 2ης 

τάξης μη μηδενική. Πράγματι επειδή      010100
02

53
   

                                                                            (-)             (+) 

Προκύπτει ότι    r (A) = 2  0 

 

β΄ τρόπος: Με χρήση στοιχειωδών μετασχηματισμών στις γραμμές του πίνακα Α έχουμε ότι: 

  Β
310-31-0

35321
~Γ2ΓΓ

012

35321
~ΓΓ31

012

523
A 21211 


























  

Καταλήγουμε σε πίνακα Β  2x3  γραμμοϊσοδύναμο του Α κλιμακωτής μορφής του οποίου το 

πλήθος των μη μηδενικών γραμμών του είναι ίσο με 2. Άρα   r (A) = 2. 

 

Παράδειγμα 2 

Να βρεθεί ο βαθμός του πίνακα  

















123

212

021

A  

Λύση 

α΄ τρόπος:  Δεδομένου ότι ο πίνακας  Α  είναι ένας πίνακας   3x3  ελέγχουμε αρχικά αν η  

det(A)  0. Πράγματι θεωρώντας το ανάπτυγμα της det(A)  ως προς τα στοιχεία της 1ης 

γραμμής της έχουμε ότι: 



     
13

22
21

12

21
11

123

212

021

Adet 2111    

                                                                                 (-)              (+)                             (-)            (+) 

      058342362241  .  Άρα  r (A) = 3 (γιατί υπάρχει ορίζουσα 

3ης τάξης, η ορίζουσα του πίνακα Α,  η οποία είναι μη μηδενική). 

 

β΄ τρόπος:  Με χρήση στοιχειωδών μετασχηματισμών στις γραμμές του πίνακα Α  έχουμε 

ότι: 

 


























































140
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~ΓΓ31
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021

~
Γ3ΓΓ

Γ2ΓΓ

123

212

021

A 22
313

212  
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B

31100

3210

021

~ 

















  323 ΓΓ4Γ 

Καταλήγουμε σε πίνακα Β  3x3  γραμμοϊσοδύναμο του Α  (άνω) τριγωνικής μορφής του 

οποίου το πλήθος των μη μηδενικών γραμμών του είναι ίσο με 3. Άρα  r(Α) = 3. 

 

2.4.3. Καλούμε γραμμική εξίσωση με αγνώστους  x1, x2, ..., xn  και συντελεστές  α1, α2, ..., 

αn  κάθε εξίσωση της μορφής 

b xαxαxα nn2211   ,   αi ,  Rb ,   i = 1, 2,..., n. 

 

2.4.4. Καλούμε γραμμικό σύστημα  mxn  (m  εξισώσεων  με n  αγνώστους  x1, x2, ..., xn)  

κάθε σύστημα της μορφής: 

mnmn2m21m1

2n2n222121

1n1n212111

bxαxαxα

..........................................................

bxαxαxα

bxαxαxα












  (Σ1) 

όπου  αij ,  i = 1, 2, ..., m,  j = 1, 2, ..., n,  οι συντελεστές του συστήματος και  bR i R , 

i = 1, 2,..., m,  οι σταθεροί όροι του συστήματος. 

Ισοδύναμα το παραπάνω σύστημα  (Σ1)  γράφεται σε μορφή πινάκων ως εξής: 

   ή      , 
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BXA 

όπου 

(i) ο πίνακας  mxn   Α = (αij),   αij R ,  i = 1, 2, ..., m,  j = 1, 2, ..., n   καλείται πίνακας του 

συστήματος  (Σ1), 

(ii) ο πίνακας  n x 1         Χ =   καλείται πίνακας των αγνώστων, 



















n

2

1

x

x
x



 

(iii) ο πίνακας  m x 1       B =   καλείται πίνακας σταθερών όρων, 



















m

2

1

b

b
b
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(iv) ο πίνακας   m x (n + 1) 

 




















mmnm2m1

22n2221

11n1211

bααα

bααα

bααα

BA









     

καλείται επαυξημένος πίνακας του συστήματος. 

 

2.4.5.  Καλούμε λύση του συστήματος  (Σ1)  κάθε n-άδα της μορφής  (x1, x2, ..., xn)  που 

επαληθεύει το σύστημα  (Σ1). 

 

2.4.6. Θα λέμε ότι το γραμμικό σύστημα  m x n  (Σ1)  είναι συμβιβαστό  ανν έχει μοναδική 

λύση (μόνο για γραμμικά συστήματα  n x n) ή  άπειρες λύσεις (αόριστο). Διαφορετικά το 

σύστημα καλείται  μη συμβιβαστό  (αδύνατο). 

 

2.4.7. Δύο γραμμικά συστήματα  m x n  καλούνται ισοδύναμα  ανν έχουν το ίδιο σύνολο 

λύσεων. 

 

2.4.8. Μέθοδος επίλυσης γραμμικών συστημάτων 

2.4.8.1. Κανόνας Cramer (Γραμμικά συστήματα  n x n) 

Η μέθοδος αυτή εφαρμόζεται μόνο για γραμμικά συστήματα  n x n,  δηλαδή για γραμμικά 

συστήματα της μορφής: 

nnnn2n21n1

2n2n222121

1n1n212111

bxαxαxα

..........................................................

bxαxαxα

bxαxαxα












  (Σ2) 

Κατά την εφαρμογή του κανόνα  Cramer εργαζόμαστε ως εξής: 

α) Υπολογίζουμε την ορίζουσα  det(A)  του πίνακα του συστήματος 
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και διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

(i)  Αν   det(A)  0,  τότε το σύστημα  (Σ 2)  έχει μοναδική λύση της μορφής 

    
 

 
 

 
  








Adet

Adet
,...,

Adet

Adet
,

Adet

Adet
x,,x,x n21

n21   , 

όπου  det(Ai),  i = 1, 2, ..., n,  η ορίζουσα που προκύπτει από την  det(A)  αν στη θέση των 

στοιχείων της  j-στήλης του πίνακα  Α  τοποθετήσουμε τη στήλη των σταθερών όρων. 

(ii)  Αν   det (A) = 0,   τότε: 
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 αν μια τουλάχιστον από τις  det (Ai),   i = 1, 2, ..., n,  είναι μη μηδενική, τότε το 

σύστημα  (Σ2)  είναι αδύνατο, 

 αν  det (Ai) = 0,  για κάθε  i = 1, 2, ..., n,  τότε το σύστημα  (Σ2)  έχει άπειρες λύσεις 

(αόριστο) αρκεί να υπάρχει έστω μία υποορίζουσα τάξης  (n – 1) μη μηδενική. 

 

2.4.8.2. Μέθοδος Οριζουσών  (Γραμμικά συστήματα  m x n  με  m   n) 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

(i)  m > n.  Στην περίπτωση αυτή το σύστημα  (Σ1)  έχει μοναδική λύση ή είναι αδύνατο. Για 

την επίλυσή του εργαζόμαστε ως εξής: 

 Έστω  m – n = s. Αφαιρούμε  s  από τις  m  σε πλήθος γραμμικές εξισώσεις του 

γραμμικού συστήματος  m x n. Τότε προκύπτει ένα γραμμικό σύστημα  n x n  για το 

οποίο αν η ορίζουσα του πίνακα του συστήματος είναι μη μηδενική, τότε το γραμμικό 

σύστημα n x n  άρα και το αρχικό γραμμικό σύστημα m x n  θα έχει μοναδική λύση υπό 

την προϋπόθεση ότι η λύση αυτή ικανοποιεί και τις υπόλοιπες  s  γραμμικές εξισώσεις 

του αρχικού γραμμικού συστήματος  m x n γεγονός που σημαίνει ότι θα πρέπει όλες οι 

ορίζουσες τάξης  (n + 1)  να είναι μηδενικές. Σε κάθε άλλη περίπτωση το αρχικό 

γραμμικό σύστημα  m x n  είναι αδύνατο. 

(ii)  m < n.  Στην περίπτωση αυτή το σύστημα  (Σ1)  έχει άπειρες λύσεις (αόριστο) ή είναι 

αδύνατο. Για την επίλυσή του εργαζόμαστε ως εξής: 

 Αναζητούμε στον πίνακα  m x n  του συστήματος (Σ1)  μη μηδενική ορίζουσα τάξης    

μη μηδενική. 

 Αν βρεθεί κατάλληλη ορίζουσα τάξης     μη μηδενική, τότε ορίζουμε  (n -  ) 

ελεύθερους αγνώστους στο αρχικό γραμμικό σύστημα  m x n  με  m < nx (δηλαδή 

αγνώστους που μπορούν να έχουν ως τιμές οποιοδήποτε πραγματικό αριθμό). Στην 

περίπτωση αυτή σχηματίζεται ένα γραμμικό σύστημα   x  ,  για το οποίο εφαρμόζοντας 

τον κανόνα Cramer προκύπτει ότι έχει μοναδική λύση δεδομένου ότι η ορίζουσα του 

πίνακα αυτού του συστήματος, τάξης    (όπως έχουμε αναφέρει πιο πάνω) είναι μη 

μηδενική. Συνεπώς το αρχικό γραμμικό σύστημα m x n  έχει άπειρες λύσεις (αόριστο) οι 

οποίες προκύπτουν από τις αυθαίρετες πραγματικές τιμές των ελεύθερων αγώνων (n -  ) 

σε πλήθος. 

 

2.4.8.3. Μέθοδος Πινάκων (μέσω βαθμού πίνακα) (Γραμμικά συστήματα m x n) 

Θεωρούμε το γραμμικό σύστημα  m x n  (Σ1)  εκφρασμένο σε μορφή πινάκων . 

Έστω  r (A)  ο βαθμός του πίνακα  m x n  Α  του συστήματος και  r [A   B]  ο βαθμός του 

επαυξημένου πίνακα  m x (n + 1)  [A   B]  του συστήματος. Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

BXA 

(i) Αν   r (A) = r [A   B],  τότε το σύστημα  (Σ1)  είναι συμβιβαστό. 

(ii) Αν  r (A) = r [A   B] = n  (πλήθος αγνώστων), τότε το σύστημα (Σ1) έχει μοναδική λύση. 
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(iii) Αν  r (A) = r [A   B] < n, τότε το σύστημα (Σ1) έχει άπειρες λύσεις (αόριστο). Για την 

επίλυση του συστήματος σ’ αυτή την περίπτωση εργαζόμαστε ως εξής: 

 Ορίζουμε  (n – r (A))  ελεύθερους αγνώστους, οι οποίοι μπορούν να πάρουν ως τιμές 

οποιεσδήποτε τιμές του συνόλου των πραγματικών αριθμών. Προκύπτει ένα γραμμικό 

σύστημα  r(A) x r(A), το οποίο έχει μοναδική λύση. 

 Οι άπειρες λύσεις του αρχικού συστήματος προκύπτουν διότι δεδομένου ότι οι (n – r) σε 

πλήθος ελεύθεροι άγνωστοι μπορούν να πάρουν οποιεσδήποτε αυθαίρετες πραγματικές 

τιμές και οι τιμές των υπολοίπων  r(A)  σε πλήθος αγνώστων ορίζονται συναρτήσει  των 

αυθαίρετων τιμών των (n – r) ελεύθερων αγνώστων. 

(iv)  Αν   r(A)  r [A   B],  τότε το σύστημα  (Σ 1)  είναι αδύνατο. 

 

2.4.8.4. Μέθοδος πινάκων (Γραμμικά συστήματα  n x n) 

Η μέθοδος πινάκων εφαρμόζεται μόνο για γραμμικά συστήματα  n x n (Σ2) που μπορούν να 

γραφούν ως    για τα οποία ο πίνακας  n x n  του συστήματος  Α = (αBXA  ij),   

i, j = 1,2, ..., n   είναι αντιστρέψιμος (δηλαδή  det (A)   0). Τότε το σύστημα (Σ2) έχει 

μοναδική λύση της μορφής  BAX 1   ,  όπου    ο αντίστροφος του πίνακα Α. 1A

 

2.4.8.5. Μέθοδος απαλοιφής Gauss (Γραμμικά συστήματα  m x n) 

Η μέθοδος απαλοιφής Gauss εφαρμόζεται για οποιαδήποτε γραμμικά συστήματα  m x n (Σ1) 

για τα οποία ο πίνακάς τους μπορεί να μετατραπεί σε ισοδύναμο πίνακα κλιμακωτής μορφής 

(ή τριγωνικής μορφής για γραμμικά συστήματα  n x n). Για την επίλυση ενός γραμμικού 

συστήματος  m x n με τη μέθοδο απαλοιφής Gauss  εργαζόμαστε ως εξής: 

(i) Θεωρούμε τον επαυξημένο πίνακα του συστήματος. Κάνοντας χρήση στοιχειωδών 

μετασχηματισμών στις γραμμές του τον μετασχηματίζουμε σε γραμμοϊσοδύναμο πίνακα 

κλιμακωτής μορφής  (ή τριγωνικής μορφής για γραμμικά συστήματα  n x n). 

(ii) Επιλύουμε το ισοδύναμο του αρχικού σύστημα που αντιστοιχεί στον επαυξημένο πίνακα 

κλιμακωτής μορφής (ή τριγωνικής μορφής για γραμμικά συστήματα  n x n) του (i) 

εφαρμόζοντας τη μέθοδο ως προς τα πίσω αντικατάστασης (backward elimination). 

Ισχύει ότι: 

(α) Αν κατά τη διαδικασία των διαδοχικών απαλοιφών προκύψει εξίσωση της μορφής  

0x0x0x0 n21   ,  τότε η εξίσωση αυτή αφαιρείται από το γραμμικό σύστημα 

mxn. 

(b) Αν κατά τη διαδικασία των διαδοχικών απαλοιφών προκύψει εξίσωση της μορφής 

n21 x0x0x0    = μη μηδενικός σταθερός όρος, τότε το αρχικό γραμμικό σύστημα  

mxn  είναι αδύνατο. 
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2.5. Ομογενή Γραμμικά Συστήματα 

Πρόκειται για γραμμικά συστήματα  mxn  (Σ2)  γενικά για τα οποία οι σταθεροί όροι είναι 

μηδέν, δηλαδή για συστήματα της μορφής 

         (Σ

0xαxαxα

..........................................................

0xαxαxα

0xαxαxα

nmn2m21m1

n2n222121

n1n212111












3)  ή  0XA  . 

τα οποία είναι πάντοτε συμβιβαστά (έχουν πάντοτε τη μηδενική λύση (x1, x2, ..., xn) = 

(0,0,...,0))  γιατί ο βαθμός του πίνακα του συστήματος ταυτίζεται με τον βαθμό του 

επαυξημένου πίνακα του συστήματος. Για την επίλυσή τους διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

(i) Αν  r(A) = n  (πλήθος αγνώστων), τότε το ομογενές γραμμικό σύστημα (Σ3) θα έχει 

μοναδική λύση τη μηδενική, 

(ii) Αν  r(A) < n,  τότε το ομογενές γραμμικό σύστημα  (Σ3) θα έχει και άλλες άπειρες λύσεις 

εκτός της μηδενικής. Για την επίλυσή του εφαρμόζουμε μία από τις παραπάνω μεθόδους. 

 

Ειδική περίπτωση 

Αν  m = n,  τότε για το αντίστοιχο ομογενές γραμμικό σύστημα  n x n  ισχύει ότι: 

(i)  Αν   det(A)  0. (δηλαδή ο πίνακας Α  του συστήματος είναι αντιστρέψιμος), τότε το 

αντίστοιχο ομογενές γραμμικό σύστημα  n x n  έχει μοναδική λύση τη μηδενική. 



(ii)  Αν   det(A) = 0, τότε το αντίστοιχο ομογενές γραμμικό σύστημα  n x n  έχει και άλλες 

λύσεις εκτός της μηδενικής. 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. Να δείξετε ότι η ορίζουσα του πίνακα     είναι 

























1-n
n

1-n
2

1-n
1

2
n

2
2

2
1

n21

ααα

ααα

ααα

111

A











det(A)=            1211-n2n1-n1n2nn1nn ααααααααααααdet     ,  n = 2, 

3,... 

Λύση 

Εφαρμόζοντας τη μέθοδο της μαθηματικής επαγωγής έχουμε ότι: 

(i) για  n = 2  έχουμε: 12
21

αα
αα

11
)Adet(    (ισχύει). 
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(Για n = 3  έχουμε : 

                                (-1) 

2
1

2
3

2
1

2
2

2
1

13121
2
3

2
2

2
1

321

ααααα

ααα

001

ααα

ααα

111

)Adet(

στήλη3ηκαι2ηστη
επροσθέτουμκαι1)(με

στήλη1ητηνΠολίζουμε






 

       2
1

2
213

2
1

2
3122

1
2
3

2
1

2
2

1312 αααααααα
αααα

αααα

γραμμήςης1της
στοιχείαταπροςως

ορίζουσαςΑνάπτυγμα 



 

(-) (+) 

          12121331312 ααααααααααα 1α    

            1213131212131312 αααααααααααααααα   

     231312 αααααα   ). 

 

 Υποθέτουμε ότι ισχύει για  n = k,  δηλαδή ισχύει ότι (ii)

 

1-k
k

1-k
2

1-k
1

2
k

2
2

2
1

2
k21

ααα

ααα

ααα

111

(A)det











  
       2-k1-k1k2-kk1-kk αααααααα

   1211-k αααα 
      

 

(iii) Θα δείξουμε ότι ισχύει για  n = k+1, δηλαδή ότι ισχύει 



 

k
1k

k
k

k
2

k
1

2
1k

2
k

2
2

2
1

1kk21

αααα

αααα

αααα

1111

(A)det



















 
     


11k1-k1kk1k αααααα

       121k2-kk1-kk αααααααα 
      

 

Πράγματι αν θεωρήσουμε το ανάπτυγμα προς τα στοιχεία της τελευταίας γραμμής έχουμε 



ότι: 

1k
1k

1k
3

1k
1

2
1k

2
3

2
1

1k31
k
2

3k

1k
1k

1k
3

1k
2

2
1k

2
3

2
2

1k32
k
1

2k

ααα

ααα

ααα

111

α1)(

ααα

ααα

ααα

111

α1)(det(A)



















 





















 

1k
k

1k
2

1k
1

2
k

2
2

2
1

k21
k

1k
22k

ααα

ααα

ααα

111

α1)(
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Κάθε μία από τις παραπάνω ορίζουσες είναι ελάσσονες ορίζουσες  k-τάξης, οπότε 

εφαρμόζοντας την υπόθεση της μαθηματικής επα γής για κάθε μία από αυτές καταλήγουμε 

στο συμπέρασμα  

γω

             121k2-kk1-kk11k1-k1kk1k αααααααααααααα)A(  det     

Άρα ισχύει για κάθε  n   2. 

 

2. Να δείξετε ότι η ορίζουσα του πίνακα    

 0111 












1

1101

1110













 011A       είναι   1n
n 11nD(A)det  ,  για κάθε  n 2. 

Λύση 

Εφαρμόζοντας τη μέθοδο της μαθηματικής επαγωγής έχουμε ότι: 

(i)  για  n = 2  έχουμε  ότι       12
2 1121

01

10
D     (ισχύει) 

(-) (+) 
 

(ii) Υποθέτουμε ότι ισχύει για  n = k,  δηλαδή      kk 11kD  1 . 

(iii) Θα δείξουμε ότι ισχύει για  n = k+1,  δηλαδή   1 .  Πρk
1k kD  άγματι 

0111 

1011D 1k    

1101

1110







  

στήλη1ηστην
στήλης1)(k,...,ης3ης,2της

ταόλαεΠροσθέτουμ


στοιχεία



011k

101k

110k

111k



  

         (-1) 

(-1)001

01-01

001-1

0001

k

0111

1011

1101

1111

k













   

γραμμήςης1τηςστοιχεία
ταπροςωςορίζουσαςτης

ανάπτυγματοΠαίρνουμε  

100

010

001

k
















  
πίνακαδιαγώνιου

 τάξηςkΟρίζουσα     k (-1)k 

Άρα ισχύει  ότι     ,   για κάθε  n 2. 

 

    1n
n 11nD  
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3. Να δείξετε ότι η ορίζουσα του πίνακα    

   είναι     det (A) =   


















00α

0α0

α00

A 2

1









 

 n

n21 ααα1 2
1nn




 . 

ωγής έχουμε ότι: 

(i)  για  n=2   έχουμε  ότι   

Λύση 

Εφαρμόζοντας τη μέθοδο της μαθηματικής επαγ

 
 







 



2121
2

1 αα1αα
0α

α0
(A)det 2

122

   (ισχύει) 

(ii)  Υποθέσουμε ότι ισχύει για  n=k  έχουμε: 

(-) (+) 
 

    
 

k21

1

00

α00





αδή ότι ισχύει 

2 ααα1
0α0

Adet 2
1kk







 

kα 

 

(iii)  Θα δείξουμε ότι ισχύει για  n = k+1,  δηλ

   
 

1kk21

k

1k

2

1

α ααα1

0

0

0

0

0

α

α

0

0α0

α00

Adet 2

1kk



















 

ράγματι Π

0

0

0

0

0

α

α

0

0α0

α00 1

   1k
k α1)( 

00α

0α0

α00

k

1k

2










  

γραμμήςτελευταίαςτης
στοιχείαταπροςως

ορίζονταςΑνάπτυγμα

k

2

1









 

 



ΕπαγωγήςΥπόθεση   
   

1kk21
k

k211k
k αααα1)(ααα1)(α1)( 2

1kk
2

1kk




 


  

 
 1kk211kk1 αααα1)(αααα1)( 2

1kk
2

k2k

 


 . 

Άρα ισχύει για κάθε  n 2. 

 Να βρεθεί η ορίζουσα του πίνακα   

 

2 




















124

012

531

A  4.
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Λύση 

Παίρνοντας το ανάπτυγμα της ορίζουσας του πίνακα Α ως προς τα στοιχεία της 1ης γραμμής 

έχουμε ότι: 

     
24

12
51

14

02
31

12

01
11)A 312111    det(

      56144502301
24

12
5

14

02
3

12

01
  

 

Επειδή  det (

(-) (+) (-) (+) (-) (+) 

A) = - 5 0  αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ο αντίστροφός του   και είναι 

μοναδικός. (Ο πίνακας Α  είναι μη ιδιάζων (ομαλός)). Για τον υ ολογισμό τον εργαζόμαστε 

ως εξής: 

 (i) Υπολογίζουμε τα αλγεβρικά συμπληρώματα όλων των στοιχείων του πίνακα Α. 

    1A

π

  1
12

11
11      

0   550
01

53
1E 13

31    1 1E

  2
14

02
1E 21

12          10100
02

51
1E 23

32    

    044
24

1E13     1231 561
12

1E33   
3133

 
12

53
1E 12

21     7103   

  1
14

51
1E 22

22   1920   

    10  122
24

31
1E 32

23  

 (ii) Βρίσκουμε τον προσαρτημένο του πίνακα Α 

 

 







































5100

10192

571

EEE

EEE

EEE

αdj(A)

332313

322212

312111

 

 (iii)   
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251952

1575157
11
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5100

10192
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αdj(A)
)Adet(

A 1
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5. Να λυθεί η εξίσωση 

0

xβββ

βxββ

ββxβ

βββx

D    

Λύση 

χουμε ότι: Έ

          (-1) 

β)(xοστήλη
4η&η,3η,2στη

παράγονταςΚοινός

βx00β

0βx0β

00βxβ

xβxβxβx

xβββ

βxββ

ββxβ

βββx







  

  

D

 

100β

010β

001β

111x 



ραμμήςης1
τηςστοιχείααντίστοιχαστα

γραμμήςης4ης,3ης,2της

στοιχείωντωνΠρόσθεση



   βxβx βx 

 

100β

010β

001β

0003βx

βx 3





γραμμήςης1
τηςστοιχείαταπρος,ως

ορίζουσαςτηςΑνάπτυγμα      

           I3     3βxβxdet3βxβx

100

010

001

3βx1βx 33113    

Προκύπτει ότι  

1

    βx03βxβxD 3    (τριπλή ρίζα)      ή  x = - 3β. 

 

6. Να δείξετε ότι η ορίζουσα τον πίνακα    είναι  det (A) = 0. 

Λύση 

Πράγματι αν προσθέσουμε όλα τα στοιχεία της 2ης, 3ης στήλης στα αντίστοιχα στοιχεία της 

με ότι:  

   

(γατί όλα τα στοιχεία της 1ης στήλης είναι ίσα με το 0). 






















γββααγ

βααγγβ

αγγββα

A

1ης στήλης έχου

0

γββ

βααγ0

αγγβ0

βααγγβ

αγγββα

(A)det 




























α0γββααγ   

 

16 



7. Έστω  Α = (αij), B = (βij) ,  i, j = 1,2, ..., n  αντιστρέψιμοι πίνακες. Τότε ο πίνακας  BA   

είναι αντιστρέψιμος και    111 ABBA   . 

Λύση 

Από την υπόθεση έχουμε ότι οι πίνακες Α, Β είναι αντιστρέψιμοι (det(A) 0, det (A) 0). 

Άρα υπάρχουν α  δείξουμε  ο 

ίνακας   είναι αντιστρέψιμος αρκεί να δείξουμε ότι det

  

 να



ότιοι αντίστροφοί τους  11 Β,Α   και είναι μοναδικοί. Γι

 BA   BA    0  και π

 ότι         n
11 ΙBABAABBA    

 ή         n
1111 ΙBAΑΒΑΒ    BA  

Πράγματι έχουμε ότι 

  0(B)det(A)detBAdet  . (γιατί από την υπόθεση έχουμε τι 0(A)det , 

0(B)det  ). 

Άρα ο πίν  BA    είναι αντιστρέψιμος. Επιπλέον έχουμε ό

ό

ακας τι: 

 , 

8. Έστω   ένας διαγώνιος πίνακας  nxn. Να δείξετε ότι είναι 

αντιστρέψιμος ανν  α ια κάθε  i = 1,2,..., n   και  ότι  

ύση 

Έχουμε ότι 

 



   1 ΑΒBA      n
11

n
111 ΙΑAΑΙAΑBΒA  

  11 BAΑΒ      n
1

n
111 ΙBBBΙBBAΑB    

 

 
0

A












 2

1

α00

0α0

0α





 

i   0, γ

n


























1
n

1
2

1

1

α00

0α

00α

A







. 
1

0

Λ

n21

nα0 

2

1

ααα

0

0α0

00α

(A)det 






  

Άρα ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιμος  ανν  det (A)  0  ή   0ααα n21  

ος. Τότε ο αντίστρ

    ή   για 

= 1, 2,..., n. Έστω ότι ο πίνακας  Α  είναι αντιστρέψιμ

ι ως εξής: 

(i) Υπολογίζουμε τα αλγεβρικά συμπληρώματα όλων των στοιχείων της κυρίας διαγωνίου 

ου πίνακα Α. Αυτά θα είναι: , για κάθε i, j = 1, 2, ..., n με ij,  

 , για κάθε  i=1, 2, …, n. 

  0αi  ,

οφός του 1Α  κάθε  i 

υπολογίζετα

τ  0Eij 

  n1i1-i21
ii

ii ααααα1E 
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 (ii) Βρίσκουμε τον προσαρτημένο τον πίνακα Α 

 





 nn2n1n EEE

 


n222 EE


 









 12

n12111

E

EEE

αdj(A)


(iii)   










1

1
2

1

α00

0α0αdj(A)
det(A)

A   

00 







 

n

1
1α

1



 

. Να βρεθεί (αν υπάρχει) ο αντίστροφος του πίνακα 

Αρχικά εξετάζουμε αν ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιμος. Αρκεί  det (A) 

9




















113

212

321

(A)   

Λύση 

 0. 

Πράγματι 

      








 

13

12
31

13

22
21

11

21
11

113

212

321

(A)det 312111  

(θεωρούμε το ανάπτυγμα της ορίζουσας ως προς τα στοιχεία της 1ης γραμμής) 

2) – 2 (–2 – 6) + 3 (2 – 3) = – 3 +16 – 3 = 10   = (–1 – 0. Άρα υπάρχει ο αντίστροφος του Α, 

ς ίναι μη ιδιάζων 

 

Εύρεση αντιστρόφου του πίνακα Α 

α΄ τρόπος:

1A  έτσι, ώστε: 3
11 IAAAA     και είναι μοναδικοί. (Ο πίνακα  Α ε

(ομαλός)). 

  (i) Υπολογίζουμε τα αλγεβρικά συμπληρώματα όλων των στοιχείων του πίνακα 

Α. 

321
1

 
1

2111


     5321E11    

11

3212
21 



 

1E   

  862
13

22   1091
13

31
1E 22

22 


   1E 1 2
12 


  

  132
13

1E 31
13       12   561

13
1E 32

23    
21

  134
21

32
1E 13

31    
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    462
22

31
1E 23

32    

  341
12

21
1E 33

33    

 (ii) Βρίσκουμε τον προσαρτημένο του πίνακα Α 

 

 

(iii)   








































351

4108

153

EEE

EEE

EEE

αdj(A)

332313

322212

312111

 



























  351

10(A)det













103105101

1041010108

101105103

4108

153
1

αdj(A)
1

A 1  























10321101

52154

10121103

  

 

β΄ τρόπος:  Σχηματίζουμε τον πίνακα  [Ι3 Α] και προσπαθούμε μέσω στοιχειωδών 

μετασχηματισμών γραμμών να καταλήξουμε στον πίνακα  

  

 3
1 IA  . Οπότε έχουμε: 

    22

313

212
3

ΓΓ3
1

1050103

430012

321001

~
Γ3ΓΓ

Γ2ΓΓ

113100

212010

321001

AI









































  

 

  3323 Γ10
3

~

3100031

341003132

321001

~
Γ5ΓΓ

1050103

341003132

321001

~








































 3Γ

135



 










































10010321101

341003132

310103231

~
Γ2ΓΓ

10010321101

341003132

321001

~ 121  

 

~ΓΓ
3

1
Γ

10010321101

01052154

310103231

~ΓΓ
3

4
Γ 131232 





















  

 

 .      Άρα     






















10321101

52154

10121103

A 1 . 






















10010321101

01052154

00110121103

~
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10.  Να λυθεί το σύστημα: 

 x + 2y + 3z = 5 

 2x – y + z = 7 

 3x + y – z = 3 

3 x 3. 

Λύση 

Πρόκειται για ένα γραμμικό σύστημα  

α΄ τρόπος:  Κανόνας  Gramer. 

Υπολογίζουμε τις ορίζουσες 

Εργαζόμαστε ως εξής: 

(i) 

      












 

13

12
31

13

12
21

11

11
1

11

2

1
312111   111

32

D

3

       25151032332211   

 

      












13

17
31

13

17
21

11

11

113

3121
x  


  51117

325

D 11

      503020373372115   

 

      








 

33

72
31

13

12
51

13

17
11

133

172

351

D 312111
y  

      30452510216332537    

 

      




 

13

12
51

33

72
21

31

71
11

313

712

521

D 312111
z  

      45520310325126273    

 

(ii) Παρατηρούμε ότι  D  det (A) = 25  0. Αρα το σύστημα έχει μοναδική λύση την  

   59,562,
25

45
,

25

30
,

25

50

D

D
,

D

D
,

D

D
zy,x, zyx 






 









  

 

β΄ τρόπος:  Μέθοδος απαλοιφής  Gauss 

ήμα 1ο:Β   Μετατρέπουμε τον επαυξημένο πίνακα του συστήματος   σε 

νικής μορφής. Οπότε έχουμε: 

 BA

γραμμοϊσοδύναμο πίνακα τριγω

20 



  ~
ΓΓΓ

121050

3550

5321

~
Γ3ΓΓ

Γ2ΓΓ

3113

7112

5321

BA 323

313

212 








































  

 




















9500

3550

5321

~   

 

Βήμα 2ο:  Προς τα πίσω αντικατάσταση 

Το (άνω) τριγωνικό σύστημα που αντιστοιχεί στον παραπάνω (άνω) τριγωνικό πίνακα είναι: 

x + 2y + 3z = 5 

–5y – 5z = – 3 

-5z = – 9 

ς τη μέθοδο της προς τα πίσω αντικατάστασης έχουμε ότι: 

  6/5 

x + 2y + 3 – 2y – 3z = 5 – 2 (–6/5) – 3 (9/5) 

   + 12/5 – 27/5  x = 5 – 15/5 = 5 – 3  x = 2. 

 

 2

– 

πάνω γραμμικό και ομογενές σύστημα  3 x 3  μπορεί να γραφεί σε 

μορφή πινάκων ως εξής: 

A

ον από την άσκηση 9 προέκυψε ότι ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιμος (det(A)  0)  με 

Εφαρμόζοντα

– 5z = – 9   z = 9/5 

– 5y – 5z = – 3   – 5y = – 3 + 5z   – 5y = – 3 + 5 (9/5) = – 3 + 9 = 6 

   y = –

z = 5   x = 5 

   x = 5  

Άρα το σύστημα έχει μοναδική λύση της μορφής (x, y, z) = (2, – 6/5, 9/5) 

11. Να λυθεί το σύστημα 

x + 2y + 3z = 1 

2x + y + z = 2 

3x + y z = 3 

εφαρμόζοντας τη μέθοδο πινάκων. 

Λύση 

Παρατηρούμε ότι το παρα
















































3

2

1

z

y

x

1

212

321

 BX        ή    

 13

Επιπλέ 











10121103

A 1




 


10321101

52154  . αντίστροφο πίνακα     
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Άρα το σύστημα έχει μοναδική λύση της μορφής   BAX 1      ή 

 





































 254X






































9/5

0

1

10922101

5654

10322 103

3

2

1

10321101

521

10121103

 

 

12. Να λυθεί το σύστημα 

x  + 10z = 5 

3x + y  – 4z = – 1 

4x + y  + 6z = 1 

Λύση 

α΄ τρόπος:  Κανόνας  Gramer 

(i)  Υπολογίζουμε τις ορίζουσες 

        01010431046
14

13
101

61

4-1
11

614

4-13

1001

D 3111    

 

        3020501110465
11

11
101

61

41
51

611

411

1005

D 3111
x 





   

det (A) = 0   και  xD  30 Δεδομένου ότι   D   0  δεν απαιτείται να υπολογίσουμε τις 

υπόλοιπες ορίζουσες Dy  και  Dz  διότι σύμφωνα με τον κανόνα  Cramer το αρχικό σύστημα 

είναι αδύνατο. 

 

β΄ τρόπος:  Μέθοδος απαλοιφής  Gauss 

Βήμα 1ο: Μετατρέπουμε τον επαυξημένο πίνακα του συστήματος  σε 

γραμμοϊσοδύναμο πίνακα τριγωνικής μορφής. Οπότε έχουμε: 

 BA

  ~
ΓΓΓ

193410

163410

51001

~
Γ4ΓΓ

Γ3ΓΓ

1614

1413

51001

BA 323

313

212 






































  

 

 




















3000

614310

51001

~  

 

Βήμα 2ο: Το (άνω) τριγωνικό σύστημα που αντιστοιχεί στον παραπάνω (άνω) τριγωνικό 

πίνακα είναι: 

22 



x + 10z = 5 

      y     –34z = –16 

0x + 0y + 0z = – 3 

Από την 3η εξίσωση του συστήματος παρατηρούμε ότι το σύστημα είναι αδύνατο. 

 2y – z = 2 

 2z = –

+ 5z =

 

13. Να λυθεί το σύστημα 

x +

2x + 5y + 1 

7x + 17y  –1 

Λύση 

α΄ τρόπος:  Κανόνας  Cramer 

(i)  Υπολογίζουμε τις ορίζουσες 

        


 

177

52
11

57

22
21

517

25
11

5177

252

121

D 312111   

      0991893534141023425    

 

        



17151517

5171
x

    








  51

11
21

21
25

21251

122

D 312111  

  01261851725234252   

 

        





175751
517

12D y

       88583721410225





  12

11
22

21112 3121  



 21

121
11

 0

 

      









 

177

52
21

17

12
21

117

15
11

1177

152

221

D 312111
z  

      012122101235342722175    

 

D ρ η

το) δ ου ότι υπάρχει ορίζουσα 2ης τάξης η  

Παρατηρούμε ότι  D  det (A) = 0  και  x = Dy = Dz = 0. Ά α το σύστ μα έχει άπειρες 

λύσεις (αόρισ εδομέν 145
52

21
D   μη 

μηδενική. Η ορίζουσα    αποτελεί ορίζουσα του γραμμικού συστήματος  2 x 2 D

23 



x +  2 + z  2y =

με 

2x + 5y = - 1 – 2z 

    9z124z25z102z12z25
52z1x 
2z2

D


   , 

  4z52z42z1z222z1
2z12

Dy 
 

z21



 

Άρα το μικό σύστημα  2x2  έχει μοναδική λύση της μορφής παραπάνω γραμ

   4z59z,12
1

4z5
,

1

12

D
,

D

D yx 

 











 9z
yx, 




  ,  Rz
D

   (με εφαρμογή του 

νοποιεί την 3η εξίσωση του αρχικού γραμμικού συστήματος 

 7x + 17y + 5z = 7 (12 + 9z) + 17 (–5 – 4z) + 5z = 84 + 63z – 85 – 68z + 5z = –1  

ρα το αρχικό σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής   

(x, y, z) = (12 + 9z,  –5 –4z,  z), 

κανόνα Cramer), η οποία ικα

3x3. Πράγματι 

Ά

Rz  

 

΄ τρόπος:β   Μέθοδος απαλοιφής Gauss. 

ήμα 1ο:Β   Μετατρέπουμε τον επαυξημένο πίνακα του συστήματος  σε 

γραμμοϊσοδύναμο πίνακα κλιμακωτής μορφής. Οπότε έχουμε: 
 

 BA

  ~
Γ3ΓΓ

151230

5410

2121

~
Γ7ΓΓ

Γ2ΓΓ

15177

1252

2121

BA 323

313

212 













































  

 




















0000

5410

2121

~   

 

Βήμα 2ο: Το σύστημα που αντιστοιχεί στον παραπάνω επαυξημένο πίνακα είναι: 

x + 2y – z = 2 

y + 4z = – 5 

Εφαρμόζοντας τη μέθοδο της προς τα πίσω αντικατάστασης έχουμε ότι: 

y = –5 – 4z 

x =2 – 2y + z = 2 – 2 (–5- 4z) + z = 2 + 10 + 8z + z = 12 + 9z 

 (x, y, z) = (12 + 9z,  –5 – 4z, z),   

Άρα το αρχικό γραμ1 μικό σύστημα 3 x 3  έχει άπειρες λύσεις της μορφής 

Rz  
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14. Να α 

2x + 4y + z = 2 

Λύση 

ότι το παραπάνω γραμμικό σύστημα  2x3  έχει  m = 2 (πλήθος εξισώσεων),  

. 

λυθεί το σύστημ

x + 2y – 3z = 4 

Παρατηρούμε 

n=3 (πλήθος αγνώστων)  με  n > m

Εξετάζουμε αν ο πίνακας του συστήματος  










321
A   περιέχει ορί

142
ζουσα 2ης τάξης 

μη μηδενική. Πράγματι υπάρχει  0761
12

σύστημα έχει ά

31
D 


 . Αυτό σημαίνει ότι το αρχικό 

πειρες λύσεις (αόριστο). Για να βρούμε τη μορφή των άπειρων λύσεων του 

συστήματος εργαζόμαστε ως εξής: 

 Το σύστημα που αντιστοιχεί στην ορίζουσα  D   είναι το 

2x + z = 2 – 4y 

 2  με  

x – 3z = 4 – 2y  

Πρόκειται για ένα γραμμικό σύστημα  2 x

  14y1012y644y24
14y2

32y
Dx 




 , 2y32y
4



  64y84y22y424y2
4y22

2y41
Dz 




  

Άρα έχει μοναδική λύση της μορφής    





 
















7

6
,

7

y1410

D

D
,

D

D
zx, zx . (Εφαρμόζοντας 

τον κανόνα  Cramer). 

πομένως το αρχικό σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής Ε

  





 


7

6
,y,

7

y1410
zy,x,  ,  Ry . 

 

15. Να α 

Λύση 

ν) με m > n. Αρα 

αραλε ση, α παράδειγμα την πρώτη. Τότε προκύπτει το 

κόλουθο γραμμικό σύστημα  2x2 

2x – 3y = 2 

3x – 4y = 1 

λυθεί το σύστημ

x – y = -1 

2x – 3y = 2 

3x – 4y = 1 

Παρατηρούμε ότι  m = 3  (πλήθος εξισώσεων) και  n = 2  (πλήθος αγνώστω

π ίπουμε  s = m – n = 3 – 2 = 1  εξίσω γι

α

25 



για το οποίο έχουμε: 

198
43

2
D   ,    

3



538

41

32
Dx 




  ,     462
13

22
Dy  . 

Άρα εφαρμόζοντας τον κανόνα Cramer προκύπτει ότι το σύστημα έχει μοναδική λύση την 

   45,
1

4
,

1

5

D

D
,

D

D
yx, yx 



 
















 


 

ου αρχικού συστ

 οι τιμές της να επαληθεύουν την 1η εξίσωση του αρχικού συστήματος. Πράγματι  

 

7x + y +

Λύση 

ίλυσή του εργαζόμαστε ως εξής: 

α΄ τρόπος:

Για να αποτελεί η παραπάνω λύση και λύση τ ήματος πρέπει: 

x – y = – 5 – (– 4) = –5 + 4 = -1 

16. Να λυθεί το σύστημα 

x + 2y + 3z – 3w = 2 

2x – 5y – 3z + 12w = 4 

 8z + 5w = 1 

Πρόκειται για γραμμικό σύστημα  3x4. Για την επ

  Βρίσκουμε αρχικά τον βαθμό του πίνακα και του επαυξημένου πίνακα του 

συστήματος. Ο επαυξημένος πίνακας του συστήματος είναι: 

   
  ~

ΓΓ131

ΓΓ91

132613130

018990

23321

~
Γ7ΓΓ

Γ2ΓΓ

15817

412352

23321

BA
33

22

313

212
















































 





 1000012110





 


 02110

2332

~
ΓΓΓ 323  

Παρατηρούμε ότι  r (A) = 2  (πλήθος μη μηδενικών γραμμών) και  r 















 1

02110

23321

~

  3BA   (πλήθος μη 

μηδενικών γραμμών). Δεδομένου ότι A)  r  BA r (    προκύπτει ό μα δεν έχει 

β΄ τρό

τι το σύστη

λύση (αδύνατο). 

 

πος: Εφαρμόζοντας τη μέθοδο απαλοιφής Gauss προκύπτει ο ακόλουθος 

γραμμοϊσοδύναμος πίνακας του επαυξημένου πίνακα του συστήματος   

 10000

απ’ τον οποίο προκύπτει ότι η τελευταία γραμμή αντιστοιχεί στην εξίσωση   

0x + 0y + 0z + 0w = 1.  Άρα το αρχ






  02110

23

 

ικό σύστημα είναι αδύνατο. 

 

 

 321
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17. Να λυθεί το σύστημα 

12x + 2y – 3z – 2w+4t = 1 

2x + 5y – 8z – w+ 6t = 4 

Λύση 

Πρόκειται για γραμμικό σύστημα 3 x 5. Για την επίλυσή του εργαζόμαστε ως εξής: 

ίνακα και του 

x + 4y – 7z + 5w + 2t = 8 

Εφαρμόζοντας τη μέθοδο των πινάκων υπολογίζουμε τον βαθμό του π

επαυξημένου πίνακα του συστήματος. Οπότε έχουμε: 

  ~
Γ12ΓΓ

Γ2ΓΓ

1423212

461852

825741

~
ΓΓ

1423212
13 



 

82

461852BA
313

212





























   

 

5741 

 









































 2574

 21163

 20628146 95206281460

432311210

825741

~
ΓΓ31-

950

120

81

~ 33  

 






  89721681100

Παρατηρούμε ότι  r (A) = r   3BA











432311210

825741

~
Γ46ΓΓ 323  

  (πλήθος μη μηδενικών γραμμών) < n = 5 (πλήθος 

αγνώστων). Άρα το σύστημα έχει άπειρες λύσεις, οι οποίες προκύπτουν αν δώσουμε 

αυθαίρετες πραγματικές τιμές σε n – r (A) = 5 – 3 = 2 ελεύθερους αγνώστους έστω  w, t. 

φαρμόζοντας τη μέθοδο απαλοιφής  Gauss προκύπτει ότι το γραμμικό σύστημα που 

αντιστοιχεί στον παραπάνω τελικό επαυξημένο πίνακα κλιμακωτής μορφής είναι: 

x + 4y – 7z + 5w + 2t = 8 

– 11z + 168w + 72t = 89 

ν ατάστ

  και  t  έχουμε ότι: 

Ε

y – 2z + 11/3w – 2/3t = 4 

Εφαρμόζοντας τη μέθοδο της προς τα πίσω α τικ ασης και επιλέγοντας ως ελεύθερους 

αγνώστους τους  w

–11z + 168w + 72t = 89   –11z = 89 – 168w – 72t   z = αt
11

72

11

168w

11

89



 

y – 2z + 
3

11
w – 4t

3

2
    y = 4 + 2z βt

3

211211
w

3
2α4t

3
w

3
  

 82t5w7α4β82t5w7z4yx   82t5w7z4yx   

Άρα το αρχικό γραμμικό σύστημα 3 x 5  έχει άπειρες λύσεις της μορφής 

   tw,α,β,8,2t5w7α4βtw,z,y,x,  ,   w, t R . 
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18. Να λυθεί το σύστημα 

2x – y + 3z = 0 

3x + 2y + z = 0 

x – 4y + 5z = 0 

Λύση 

Πρόκειται για ένα γραμμικό και ομογενές σύστημα 3x3. Για την επίλυσή του εργαζόμαστε ως 

εξής: 

α΄ τρόπος:  Κανόνας  Cramer 

Υπολογίζουμε την ορίζουσα του πίνακα του συστήματος 

      
51

13
11

54

12
21

541

123

312

det(A)D 2111 






   

        042142821231154102
41

23
31 31 


   

Άρα το σύστημα έχει και άλλες λύσεις εκτός της μηδενικής. Για να βρεθεί η μορφή των 

άπειρων λύσεων του αρχικού συστήματος ανα τούμε ελάσσονα 2ης τάξης μη μηδενική. 

Έστω η  

ζη

0734
23

2x – y = – 3z  

3x + 2y = – z 

 

Πρόκειται για γραμμικό σύστημα  2 x 2 με 

12
D 


 , η οποία είναι η ορίζουσα του πίνακα του συστήματος 

7zz6z
13z

Dx 


 z7z9z2
z3

z32
Dy 




 .   ,     
2z

Άρα εφα amer το σύστημα έχει μοναδική λύση της μορφής  ρμόζοντας τον κανόνα Cr

   zz,
7

7z
,

7

7z

D

D
,

D

D
yx, yx 




 















  , η οποία θα πρέπει να ικανοποιεί την 3η 


 – 5z = –  - 

Άρα το αρχικό σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής  (x, y, z) = (- z, z, z),  z

 

εξίσωση του συστήματος. 

Πράγματι 

 x 4y +  z 4z + 5z = 0 

R  

β΄ τρόπος:  Μέθοδος πινάκων 

Αρχικά βρίσκουμε τον βαθμό τον πίνακα του συστή Οπό  έχουμε: ματος. τε
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Άρα  r(A) = 2 < n = 3  (πλήθος εξισώσεων). Άρα το αρχικό σύστημα έχει και άλλες λύσεις 

πειρων λύσεων του συστήματος 

ομογενή συστήματα. Οπότε 

ροκύπτει ότι το σύστημα που αντιστοιχεί στον παραπάνω επαυξημένο πίνακα είναι το  

  x – 4y + 5z = 0 

             y – z = 0 

Εφαρμόζοντας τη μέθοδο της προς τα πίσω αντικατάστασης και επιλέγοντας  

n – r (A) = 3 – 2 = 1  ελεύθερο άγνωστο, έστω τον  z,  έχουμε ότι: 

19. Να δείξετε ότι το σύστημα 

 x + 2y +

 2x – 5y  

7x + y + 8z + 5w = γ 

  Στη συνέχεια να βρεθεί η λύση του συστήματος 

για  α = 2  και  β = 4. 

 

λx + y + z = 1 

x + λy + z = λ 

εί το σύστημα 

εκτός της μηδενικής. Για να βρεθεί η μορφή των ά

εφαρμόζουμε τη μέθοδο απαλοιφής Gauss για γραμμικά 

π

  y – z = 0    y=z, x = 4y – 5z = 4z – 5z = – z 

Άρα το αρχικό σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής  (x,y,z) = (–z, z, z),  R  

 

 3z – 3w = α 

 – 3z + 12w = β

 

Είναι συμβιβαστό όταν   37α +13β – 9γ =0.

20. Να λυθεί το σύστημα 

x + y + λz = λ2 

21. Να λυθ

λ (x – α) +2x – z = 0 

λ (y – α) +2y – z = 0     λ, α R  

λ (z – α) – x – y + 2z = 0 

ο παρακάτω σύστημα 

(λ – 1) x – y + 5 = 0 

3x + 5y + 1 = 0 

 είναι συμβιβαστό. 

22. Για ποιες τιμές του  λ R   τ

5x + (λ + 1) y – 5 = 0 

29 



30 

23. Ένα δίκτυο αντιστάσεων δίνει τις παρακάτω εξισώσεις 

2 (R3 – R2) +5 (R3 – R1) = 24 

(R2 – R3) + 2 R2 + (R2 – R1) = 0 

5 (R1 – R3) + 2 (R1 – R2) + R1 = 6 

Να βρεθούν οι τιμές των αντιστάσεων  R1, R2, R3. 

 

 


