
Τυπολόγιο 

Τριγωνομετρικές ιδιότητες 

cos(−𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 (συμμετρική) 

sin(−𝑥) = −𝑠𝑖𝑛𝑥 (αντίσυμμετρική) 

 

sin(𝑥 + 𝑦) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠𝑦 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 ⋅ 𝑠𝑖𝑛𝑦 

sin(𝑥 − 𝑦) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠𝑦 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 ⋅ 𝑠𝑖𝑛𝑦 

𝑐𝑜𝑠(𝑥 + 𝑦) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠𝑦 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 ⋅ 𝑠𝑖𝑛𝑦 

cos(𝑥 − 𝑦) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠𝑦 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 ⋅ 𝑠𝑖𝑛𝑦 

 

cos(𝑛𝜋) = (−1)𝑛, ∀𝑛 

sin(𝑛𝜋) = 0, ∀𝑛 

sin
𝑛𝜋

2
= (−1)

𝑛−1
2 ,   𝑛 = 1, 3, … 

  



Υπερβολικές συναρτήσεις 

𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥 =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
 𝑠𝑖𝑛ℎ(−𝑥) = −𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥 (αντισυμμετρική) 

𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥 =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
 𝑐𝑜𝑠ℎ(−𝑥) = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥 (συμμετρική) 

𝑡𝑎𝑛ℎ𝑥 =
𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥

𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥
=

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
 𝑡𝑎𝑛ℎ(−𝑥) = −𝑡𝑎𝑛ℎ𝑥 (αντισυμμετρική) 

𝑐𝑜𝑡ℎ𝑥 =
𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥

𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥
=

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥
 𝑐𝑜𝑡ℎ(−𝑥) = −𝑐𝑜𝑡ℎ𝑥 (αντισυμμετρική) 

 

sinh(0) = 0 

cosh(0) = 1 

  



Παράγωγοι και όρια 

(𝑥𝑛)′ = 𝑛 ⋅ 𝑥𝑛−1, 𝑛 ≠ 1 

(𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥 

(𝑠𝑖𝑛𝑥)′ = 𝑐𝑜𝑠𝑥 

(𝑐𝑜𝑠𝑥)′ = −𝑠𝑖𝑛𝑥 

(𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥)′ = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥 

(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥)′ = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥 (προσοχή στο πρόσημο) 

(lnx)′ =
1

x
 

lim
𝑥→0

𝑥𝑙𝑛𝑥 = 0,  lim
𝑥→0

𝑥2𝑙𝑛𝑥 = 0, κτλ 

 

 

 

𝑑𝑓

𝑑𝑥
=

𝑑𝑓

𝑑𝑔
⋅

𝑑𝑔

𝑑𝑥
   ή  (𝑓(𝑔(𝑥)))

′
= 𝑓′(𝑔(𝑥)) ⋅ 𝑔′(𝑥) 

(𝑓(𝑘𝑥))
′

= 𝑘 ⋅ 𝑓′(𝑘𝑥) 

  



Αόριστα ολοκληρώματα 

∫ 𝑘𝑑𝑥 = 𝑘𝑥 + 𝑐 

∫ 𝑥𝑛𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝑐, 𝑛 ≠ −1 

∫ 𝑥−1𝑑𝑥 = ln|𝑥| + 𝑐 

∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐 

∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐 

∫ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥 + 𝑐 

∫ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥 = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥 + 𝑐 

 

 

∫ 𝑓′(𝑘 ⋅ 𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝑘
⋅ 𝑓(𝑘 ⋅ 𝑥) + 𝑐 

Αν 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) τότε ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= [𝐹(𝑥)]𝑥1

𝑥2 = 𝐹(𝑥2) − 𝐹(𝑥1) 

  



Παραγοντική ολοκλήρωση 

Έστω ότι ψάχνω το  

𝛪 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

 

Βρίσκω 𝐺(𝑥) έτσι ώστε 𝐺′(𝑥) = 𝑔(𝑥). Έπειτα 

𝛪 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

= ∫ 𝑓(𝑥)𝐺′(𝑥)𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

= [𝑓(𝑥)𝐺(𝑥)]𝑥1

𝑥2 − ∫ 𝑓′(𝑥)𝐺(𝑥)𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

 

Χρήσιμο αν η 𝑔(𝑥) δεν αλλάζει με παραγώγιση (οκ αν δημιουργεί σταθερούς 

όρους), ενώ η 𝑓(𝑥) απλοποιείται με παραγώγιση. Π.χ. 

 𝑔(𝑥) εκθετική, ημίτονο, συνημίτονο, υπερβολική 

 𝑓(𝑥) πολυώνυμο 

Αλλαγή μεταβλητής 

Έστω ότι ψάχνω το  

𝛪 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

 

Σε κάποιες περιπτώσεις βολεύει η αντικατάσταση 𝑥 = 𝑔(𝑢), όπου η 𝑔−1 είναι 

εύκολο να βρεθεί. 

Νέο διαφορικό:  𝑑𝑥 = 𝑔′(𝑢)𝑑𝑢 

Νέα όρια ολοκλήρωσης: 

𝑥1 = 𝑔(𝑢1) ⇒ 𝑢1 = 𝑔−1(𝑥1) 

𝑥2 = 𝑔(𝑢2) ⇒ 𝑢2 = 𝑔−1(𝑥2) 

Τελικά 

𝛪 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

= ∫ 𝑓(𝑔(𝑢))𝑔′(𝑢)𝑑𝑢

𝑢2

𝑢1

 



Συνάρτηση Dirac 

∫ 𝛿(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞

= 1  ∫ 𝛿(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= {
1, 𝑎 ≤  0 ≤ 𝑏
0, 0 < 𝑎 ή 0 > 𝑏

  

∫ 𝛿(𝑥 − 𝑥0)𝑑𝑥

∞

−∞

= 1  ∫ 𝛿(𝑥 − 𝑥0)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= {
1, 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏]

0, 𝑥0 ∉ [𝑎, 𝑏]
  

∫ 𝛿(𝑥 − 𝑥0)𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞

= 𝑓(𝑥0)  ∫ 𝛿(𝑥 − 𝑥0)𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= {
𝑓(𝑥0), 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏]

0, 𝑥0 ∉ [𝑎, 𝑏]
  

 

𝛿(2)(𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0) = 𝛿(𝑥 − 𝑥0)𝛿(𝑦 − 𝑦0) 

∫ ∫ 𝛿(2)(𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

𝑦2

𝑦1

𝑥2

𝑥1

= {
𝑓(𝑥0, 𝑦0), 𝑥0 ∈ [𝑥1, 𝑥2] 𝜅𝛼𝜄 𝑦0 ∈ [𝑦1, 𝑦2]

0, 𝑥0 ∉ [𝑥1, 𝑥2] ή 𝑦0 ∉ [𝑦1, 𝑦2]
 

 



Γενικές σειρές Fourier 

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + ∑ 𝑎𝑛𝑐𝑜𝑠
2𝜋𝑛

L
𝑥 + 𝑏𝑛𝑠𝑖𝑛

2𝜋𝑛

L
𝑥

∞

𝑛=1

 

Σχέσεις ορθογωνικότητας 

∫ 𝑠𝑖𝑛
2𝜋𝑛𝑥

L
𝑐𝑜𝑠

2𝜋𝑛′𝑥

L
𝑑𝑥

L

0

= 0,  ∀ 𝑛,  𝑛′ 

∫ 𝑐𝑜𝑠
2𝜋𝑛𝑥

L
𝑐𝑜𝑠

2𝜋𝑛′𝑥

L
𝑑𝑥

L

0

=
L

2
δnn′   

∫ 𝑠𝑖𝑛
2𝜋𝑛𝑥

L
𝑠𝑖𝑛

2𝜋𝑛′𝑥

L
𝑑𝑥

L

0

=
L

2
δnn′  

όπου δnn′ = {
1,  𝛼𝜈 𝑛 = 𝑛′
0,  𝛼𝜈 𝑛 ≠ 𝑛′ 

Ημιτονοειδείς σειρές Fourier (για περιττές συναρτήσεις) 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑏𝑛𝑠𝑖𝑛
2𝜋𝑛

L
𝑥

∞

𝑛=1

 

Σχέσεις ορθογωνικότητας 

∫ 𝑠𝑖𝑛
2𝜋𝑛𝑥

L
𝑠𝑖𝑛

2𝜋𝑛′𝑥

L
𝑑𝑥

L

0

=
L

2
δnn′  δnn′ = {

1,  𝛼𝜈 𝑛 = 𝑛′
0,  𝛼𝜈 𝑛 ≠ 𝑛′ 

Υπολογισμός συντελεστών 

𝑏𝑛 =
2

𝐿
∫ 𝑓(𝑥)𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥

L
𝑑𝑥

L

0

 



Διπλές ημιτονοειδείς σειρές Fourier 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑓𝑚𝑛𝑠𝑖𝑛
𝑚𝜋𝑥

𝑎
𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑦

𝑏

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

Σχέσεις ορθογωνικότητας 

∫ 𝑠𝑖𝑛
𝑚𝜋𝑥

𝑎
𝑠𝑖𝑛

𝑚′𝜋𝑥

𝑎
𝑑𝑥 =

𝑎

2
δmm′

𝑎

0

 δ𝑚𝑚′ = {
1,  𝛼𝜈 𝑚 = 𝑚′
0,  𝛼𝜈 𝑚 ≠ 𝑚′  

∫ 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑦

b
𝑠𝑖𝑛

𝑛′𝜋𝑦

b
𝑑𝑦

𝑏

0

=
𝑏

2
δnn′  δnn′ = {

1,  𝛼𝜈 𝑛 = 𝑛′
0,  𝛼𝜈 𝑛 ≠ 𝑛′ 

Υπολογισμός συντελεστών 

𝑓𝑚𝑛 =
4

𝑎𝑏
∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑠𝑖𝑛

𝑚𝜋𝑥

𝑎
𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑦

𝑏

𝑏

0

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑎

0

 

Σχέση συντελεστών 2 όμοιων σειρών Fourier 

Άν 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑓𝑚𝑛𝑠𝑖𝑛
𝑚𝜋𝑥

𝑎
𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑦

𝑏

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

𝑔(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑔𝑚𝑛𝑠𝑖𝑛
𝑚𝜋𝑥

𝑎
𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑦

𝑏

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

και  

𝛾 ⋅ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝛿 ⋅ 𝑔(𝑥, 𝑦) 

τότε 

𝛾 ⋅ 𝑓𝑚𝑛 = 𝛿 ⋅ 𝑔𝑚𝑛 

 


