
Μηχανική Ρευστών



Ολοκληρωτικά ισοζύγια στη μηχανική ρευστών (μόνιμες συνθήκες)

Ισοζύγιο μάζας (κινηματική)

න 𝜌 𝑢 ∙ 𝑛 𝑑𝑆 = 0

𝜌1𝑢1𝐴1 = 𝜌2𝑢2𝐴2 = ሶ𝑚

Ισοζύγιο ενέργειας

න 𝐻 +
1

2
𝑢2 + 𝑔𝑧 𝜌 𝑢 ∙ 𝑛 𝑑𝑆 = ሶ𝑄 − ሶ𝑊𝑠 ሶ𝑚 𝐻2 − 𝐻1 +

1

2
𝑢2

2 − 𝑢1
2 + 𝑔 𝑧2 − 𝑧1 = ሶ𝑄 − ሶ𝑊𝑠

Ισοζύγιο ορμής (δυναμική)

 F = න 𝜌𝑢 𝑢 ∙ 𝑛 𝑑𝑆

 F = ሶ𝑚 𝑢2 − 𝑢1

 F𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟 = ሶ𝑚 𝑢2 − 𝑢1 + 𝑝1𝐴1𝑛1 + 𝑝2𝐴2𝑛2

ή

Ισοζύγιο μηχανικής ενέργειας ሶ𝑚
1

2
𝛥 𝑢2 + 𝑔𝛥𝑧 +

𝛥𝑝

𝜌
+ 𝑙𝑤 + ሶ𝑊𝑠 = 0

𝒖

𝒏

𝐝𝐒

ሶ𝐖𝐬

ሶ𝐐

ሶ𝐖𝐬

ሶ𝐐

ሶ𝑚, 𝜌2, 𝑢2, 𝐴2

ሶ𝑚, 𝜌1, 𝑢1, 𝐴1
𝐻1, 𝑝1, 𝑧1

𝐻2, 𝑝2, 𝑧2

Άγνωστοι: 𝑝2, 𝑙𝑤, 𝐹

 𝐹𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟 + 𝑝1𝐴1 − 𝑝2𝐴2 = ሶ𝑚 𝑢2 − 𝑢1



Παραδείγματα εφαρμογής ολοκληρωτικών ισοζυγίων

𝑝2, 𝑢2, 𝐴2

Άγνωστοι: 𝑝2, 𝑙𝑤, 𝐹

1 2
1 2

1 2
1 2

U1
U2

U2/2



Η επίδραση του ιξώδους

ΡΟΗ ΣΕ ΑΓΩΓΟ: Η επίδραση του ιξώδους εκτείνεται σε όλο το πεδίο

ΡΟΗ ΠΑΡΑΛΛΗΛΑ ΣΕ ΕΠΙΠΕΔΟ ΤΟΙΧΩΜΑ ΚΑΙ ΡΟΗ ΓΥΡΩ ΑΠΟ ΣΦΑΙΡΑ
Το ιξώδες καθορίζει τη ροή κοντά στο τοίχωμα και πίσω από το σώμα

ΡΟΗ ΔΕΣΜΗΣ-ΣΤΡΩΜΑΤΟΣ ΔΙΑΤΜΗΣΗΣ

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 ֜
𝑈 − 0

𝑡
~𝜈

U − 0

𝛿2

𝜹(𝒕)~ 𝝂𝒕

Βάθος διείσδυσης
𝑈

𝛿(𝑡)

𝑦

𝑈∞

(Έχω την εξίσωση αλλά δεν μπορώ να την λύσω)



Ο αριθμός Reynolds και η μετάπτωση σε τύρβη

Οριακό στρώμα τοιχώματος

Δέσμη-απόρρευμα

Ροή σε αγωγό

Ροή γύρω από κύλινδρο

𝑅𝑒 ≈ 2 − 100 × 103

𝑅𝑒 ≈ 3 − 5 × 105

𝑅𝑒 ≈ 10 − 100

𝑅𝑒 ≈ 5, 40, 200, 300000

Αριθμός Reynolds

𝑅𝑒 =
𝜌𝑢𝑑

𝜇
=

𝑢𝑑

𝜈 (Ιξώδεις δυνάμεις)
(Αδρανειακές δυνάμεις)

=

• Εξέλιξη της ροής μέσω μίας (υπο-κρίσιμης) ή περισσότερων 
(υπερ-κρίσιμων) υδροδυναμικών ασταθειών

• Γραμμική και ασθενώς μη-γραμμική θεωρία
• Μεταβατική ενίσχυση διαταραχών (nonmodal growth)
• Δυναμικά συστήματα και χάος

Θέματα έρευνας

https://www.youtube.com/watch?v=8WtEuw0GLg0http://web.mit.edu/hml/ncfmf.html



𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑎𝑖 𝑒𝑖 ∙ 𝑏𝑗 𝑒𝑗

𝑒𝑖 ∙ 𝑒𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 =
1 , 𝑖 = 𝑗

0 , 𝑖 ≠ 𝑗

𝑎𝑖𝛿𝑖𝑗 = 𝑎𝑗

𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑎𝑖𝑏𝑖

Εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων

𝑎 × 𝑏 = 𝑎𝑖 𝑒𝑖 × 𝑏𝑗 𝑒𝑗

𝑎 × 𝑏 = 휀𝑖𝑗𝑘𝑎𝑖𝑏𝑗𝑒𝑘

𝑒𝑖 × 𝑒𝑗 = 휀𝑖𝑗𝑘𝑒𝑘

0 , 𝑖 = 𝑗 𝑜𝑟 𝑗 = 𝑘 𝑜𝑟 𝑖 = 𝑘
+1 , 𝑖𝑗𝑘 = 123 𝑜𝑟 231 𝑜𝑟 312휀𝑖𝑗𝑘 =
−1 , 𝑖𝑗𝑘 = 132 𝑜𝑟 213 𝑜𝑟 321

Εξωτερικό γινόμενο διανυσμάτων

휀𝑖𝑗𝑘휀𝑙𝑚𝑘 = 𝛿𝑖𝑙𝛿𝑗𝑚 − 𝛿𝑖𝑚𝛿𝑗𝑙Χρήσιμη ιδιότητα:

Τανυστής 2ης τάξης

Τ = 𝜏𝑖𝑗 𝑒𝑖𝑒𝑗 𝑎 ∙ Τ = 𝑎𝑖 𝑒𝑖 ∙ 𝜏𝑗𝑘 𝑒𝑗𝑒𝑘 = 𝑎𝑗𝜏𝑗𝑘𝑒𝑘

Διαφορικοί τελεστές 𝛻 =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑒𝑖

𝛻𝜑 =
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝑒𝑖 𝛻 𝑢 =

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
𝑒𝑖𝑒𝑗

Κλίση

𝛻 ∙ 𝑢 =
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑖

𝛻 ∙ Τ =
𝜕𝜏𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑖
𝑒𝑗

Απόκλιση

Μαθηματικός φορμαλισμός

Στροφή

𝛻 × 𝑢 = 휀𝑖𝑗𝑘

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
𝑒𝑘

𝛻2𝜑 = 𝛻 ∙ 𝛻𝜑 =
𝜕2𝜑

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑖

Τελεστής Laplace

𝑢 = 𝑢1 𝑒1 + 𝑢2 𝑒2 + 𝑢3 𝑒3 = 𝑢𝑖 𝑒𝑖Διανύσματα

𝜑 𝑥𝑖 , 𝑡 ֜ 𝑑𝜑 =
𝜕𝜑

𝜕𝑡
𝑑𝑡 +

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥𝑖

Διαφορική μεταβολή

Σύμβαση 

επαναλαμβανόμενων 

δεικτών



Κινηματική Ροών



Περιγραφή κίνησης ρευστού

Περιγραφή κατά Euler: 𝑝 = 𝑝 𝑥, 𝑡𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑡 ,

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑢 ∙ 𝛻𝜌 + 𝜌 𝛻 ∙ 𝑢 = 0 ֜

𝐷𝜌

𝐷𝑡
+ 𝜌 𝛻 ∙ 𝑢 = 0

𝛻 ∙ 𝑢 =
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑖
= −

1

𝜌

𝐷𝜌

𝐷𝑡
=

1

𝑉

𝐷𝑉

𝐷𝑡

Ρυθμός μεταβολής όγκου 
σωματιδίου ρευστού

και κατά Lagrange: 𝑥 = 𝑥 𝑋0, 𝑡 , 𝑥(𝑡 = 0) = 𝑋0

Ισοζύγιο μάζας (εξίσωση συνέχειας)

𝑢 𝑥, 𝑡 ≡ 𝑢 𝑋0, 𝑡

Υλική ή σωματιδιακή παράγωγος 

𝐷𝑇

𝐷𝑡
=

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢 ∙ 𝛻𝑇

𝑇 = 𝑇 𝑥, 𝑡 → 𝑑𝑇 =
𝜕𝑇

𝜕𝑡
𝑑𝑡 +

𝜕𝑇

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑇

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑇

𝜕𝑧
𝑑𝑧

=
𝜕𝑇

𝜕𝑡
𝑑𝑡 +

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑡
𝜌𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝛻 ∙ 𝜌𝑢 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 0 ֜

(Σύμβαση επαναλαμβανόμενων δεικτών)

𝜌𝑢𝑥(𝑥 + 𝑑𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝜌𝑢𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧 +
𝜕 𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝜌𝑢𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝜌𝑢𝑥(𝑥 + 𝑑𝑥, 𝑦, 𝑧)



Οπτικοποίηση ροών

Γραμμές ιχνηθέτη: έγχυση χρωστικής

,5 ,5

Ροϊκές γραμμές: κύλινδρος σε έρπουσα ροή

𝑑𝑥

𝑢
=

𝑑𝑦

𝑣
=

𝑑𝑧

𝑤

Ροϊκές γραμμές: στιγμιαία απεικόνιση πεδίου ροής
(φωτογράφιση με υψηλή ταχύτητα) Τροχιές σωματιδίων: ολοκλήρωση χρονικής εξέλιξης

(φωτογράφιση με ανοικτό διάφραγμα)

𝑑𝑥 ∖∖ 𝑢 ֜



Ανάλυση κίνησης ρευστού

Ροή Couette (απλή διάτμιση-το όριο κάθε πεδίου ταχύτητας)

A B1

B12

B2
ΑΒ1: μετατόπιση

ΑΒ2: περιστροφή

ΑΒ12: επιμήκυνση 
και περιστροφή

απλή παραμόρφωση = σχετική κίνηση - περιστροφή στερεού σώματος

περιστροφή στερεού σώματος = μέση περιστροφή δύο ινών σε ορθή γωνία:

𝑑𝑢 𝑥 = 𝑢 𝑥 + 𝑑𝑥 − 𝑢 𝑥

𝑢 𝑥

𝑑𝑥 Περιστροφή και ορθή παραμόρφωση 
(εφελκυσμός ή θλίψη)

𝛺𝛢𝛣2 = −
𝜕𝑢1

𝜕𝑥2

𝛺𝛢𝛣1 = 0
𝛺𝑧 = −

1

2

𝜕𝑢1

𝜕𝑥2

απλή 
παραμόρφωση 

𝜄𝜉ώ𝛿 𝜍 εσωτερικές 
τάσεις

= +

ΣΧΕΤΙΚΗ ΚΙΝΗΣΗ ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗ ΑΠΛΗ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗ



𝑑𝑢 = 𝑑𝑢𝑖 𝑒𝑖 =
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑥𝑗 𝑒𝑖 =

1

2

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
+

1

2

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
−

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥𝑗 𝑒𝑖 = 𝑑𝑖𝑗𝑑𝑥𝑗𝑒𝑖 + 𝑎𝑖𝑗𝑑𝑥𝑗𝑒𝑖 = D ∙ 𝑑𝑥 + A ∙ 𝑑𝑥

𝒂𝒊𝒋𝒅𝒊𝒋

𝑑𝑢 𝑥 = 𝑢 𝑥 + 𝑑𝑥 − 𝑢 𝑥

𝑢 𝑥

𝑑𝑥

𝒅𝒊𝒋: Συμμετρικός τανυστής ρυθμού παραμόρφωσης. Χαρακτηριστικές διευθύνσεις.

D ∙ 𝑛1 = 𝜆1 𝑛1 ֜ D ∙ 𝑑𝑥 𝑛1 = 𝜆1 𝑑𝑥 𝑛1 ֜ D ∙ 𝑑𝑥 = 𝜆1𝑑𝑥 (απλή επιμήκυνση)

𝒂𝒊𝒋: Αντισυμμετρικός τανυστής στροφής. Αξονικό διάνυσμα: Ω𝑘 = −
1

2
휀𝑖𝑗𝑘𝑎𝑖𝑗 =

1

2
휀𝑖𝑗𝑘

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

Α ∙ 𝑏 = Ω × 𝑏 ֜ Α ∙ 𝑑𝑥 = Ω × 𝑑𝑥 (περιστροφή στερεού σώματος 
με γωνιακή ταχύτητα Ω)

𝜔 = 𝛻 × 𝑢 = 휀𝑖𝑗𝑘

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
𝑒𝑘 = 2ΩΣΤΡΟΒΙΛΟΤΗΤΑ: π.χ. 𝜔3 = 휀𝑖𝑗3

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
=

𝜕𝑢2

𝜕𝑥1
−

𝜕𝑢1

𝜕𝑥2

Μαθηματική περιγραφή σχετικής κίνησης ρευστού

𝑑𝑢 = 𝑑𝑢1 𝑒1 + 𝑑𝑢2 𝑒2 + 𝑑𝑢3 𝑒3 𝑑𝑢1 =
𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
𝑑𝑥1 +

𝜕𝑢1

𝜕𝑥2
𝑑𝑥2 +

𝜕𝑢1

𝜕𝑥3
𝑑𝑥3



Φυσική σημασία στροβιλότητας

• Σωματίδια ρευστού κοντά στο τοίχωμα αποκτούν στροβιλότητα λόγω 
της συνοριακής συνθήκης μη-ολίσθησης

• Η στροβιλότητα μεταφέρεται με τη ροή και απλώνεται κάθετα στη ροή 
(διαχέεται με διαχυτότητα ν=μ/ρ). Ατριβείς ροές είναι συνήθως 
αστρόβιλες

• Ρευστό με στροβιλότητα συχνά αποκολλάται και σχηματίζει στροβίλους 
(περιοχές συγκεντρωμένης στροβιλότητας με κλειστές ροϊκές γραμμές)

Δημιουργία στροβιλότητας

𝒚

• Παραδείγματα: απόρευμα μη-αεροδυναμικών 
σωμάτων, δίνες vonKarman, smoke rings

Σχηματισμός στροβίλων

https://www.youtube.com/watch?v=54Dm3lMwIL4 (Σχηματισμός «μανιταριού» σε θερμικό πλούμιο)
https://www.youtube.com/watch?v=5YwnY0wPphA (Αεροτομή σε απώλεια στήριξης)

https://www.youtube.com/watch?v=IDeGDFZSYo8
https://www.youtube.com/watch?v=3mULL6O6f38



Δυναμική Ροών



Ανάλυση εσωτερικών δυνάμεων στη ροή

Συνιστώσες τανυστή τάσης

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝜎11

𝜎12
𝜎13𝜎31

𝜎22 𝜎23

𝜎21

𝜎33 𝜎32

𝑑𝑥1

𝑑𝑥2

𝑑𝑥3

Δύναμη σε επιφάνεια τυχαίου προσανατολισμού

𝑓 = 𝑛 ∙ 𝜎

𝑓(1) = 𝜎11, 𝜎12. 𝜎13

𝑓𝑗 = 𝑛𝑖𝜎𝑖𝑗ή

π.χ.

𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑗𝑖

𝜅0, 𝜅1, 𝜅2 = 𝑓(𝐼𝐷 , 𝐼𝐼𝐷 , 𝐼𝐼𝐼𝐷)

𝜎𝑖𝑗 = −𝑝𝛿𝑖𝑗 + 𝜏𝑖𝑗 𝑝 = −
1

3
𝜎𝑖𝑖

Γενική καταστατική εξίσωση ρευστού

Η ιξώδης τάση 𝜏𝑖𝑗 σε ένα σημείο εξαρτάται από τη σχετική κίνηση σε μια μικρή γειτονία του 

σημείου και είναι ανεξάρτητη της μεταφοράς ή περιστροφής του συστήματος αναφοράς

𝜏𝑖𝑗 = 𝐹 𝑑𝑖𝑗 = 𝜅0𝛿𝑖𝑗 + 𝜅1𝑑𝑖𝑗 +𝜅2𝑑𝑖𝑙𝑑𝑙𝑗

𝑑𝑖𝑗 =
1

2

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

(αναλλοίωτες του τανυστή)

𝐼𝐷 = 𝑡𝑟 D = 𝑑𝑖𝑖 𝐼𝐼𝐷 = 𝑡𝑟 D ∙ D = 𝑑𝑖𝑗𝑑𝑖𝑗 𝐼𝐼𝐼𝐷 = 𝑑𝑒𝑡 D

Τανυστής ιξώδους τάσης

𝑛

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑓

𝛰

𝛤

𝛢

𝛣

𝜏𝑖𝑖 = 0



Νευτωνικά ρευστά

𝜏21 = 𝜇
𝜕𝑢1

𝜕𝑥2
= μ

𝑈 − 0

δ

μ = Τ𝑘𝑔 m ∙ 𝑠Ορισμός ιξώδους : 

𝛿

𝑢1(𝛿) = 𝑈

𝜇

𝑢1(0) = 0
𝑥1

𝑥2

Ιξώδης διατμητική τάση

𝜏22 = 2𝜇
𝜕𝑢2

𝜕𝑥2

Ιξώδης ορθή τάση

𝑔

𝜎𝑖𝑗 = −𝑝𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇 𝑑𝑖𝑗 −
2𝜇

3
𝑑𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗 = −𝑝𝛿𝑖𝑗 + 𝜇

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜏𝑖𝑗 = 𝜅0𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇 𝑑𝑖𝑗 ֜ 𝜅0 = −
2𝜇

3
𝑑𝑘𝑘

Ορθές/διατμητικές παραμορφώσεις προκαλούν -ή προκαλούνται από- αντίστοιχα ορθές/διατμητικές τάσεις. 

ασυμπίεστο



Ρεολογία

Γενικευμένα Νευτωνικά ρευστά Μη-Νευτωνικά ρευστά (απόκριση σε διάτμηση)

𝜏𝑖𝑗 = 2𝜂( ሶ𝛾) 𝑑𝑖𝑗

ሶ𝛾 = ΙΙD = 𝑑𝑖𝑗𝑑𝑖𝑗 (ένταση διάτμησης)

𝜂

ሶ𝛾

𝜂0

𝜂∞

𝜂

ሶ𝛾

𝜂0

𝜂∞

Ρεολέπτυνση

Ρεοπάχυνση

Διάτμηση μη-Νευτωνικού ρευστού προκαλεί ορθές τάσεις

Ιξωδοπλαστική συμπεριφορά 𝜏 ≤ 𝜏𝑦 ֜ ሶ𝛾 = 0𝜏 = 𝜇 ሶ𝛾 + 𝜏𝑦

Ιξωδοελαστική συμπεριφορά 
(μοντέλο Maxwell)

𝜏 = 𝜇 ሶ𝛾1

𝜏 = 𝐺𝛾2 ሶ𝜏 = 𝐺 ሶ𝛾2

𝜏 + 𝜆 ሶ𝜏 = 𝜇 ሶ𝛾 𝜆 = Τ𝜇 𝐺 : χρόνος χαλάρωσης

𝐷𝑒 = Τ𝜆 𝑡𝑓𝑙𝑜𝑤

𝝉

𝒕

𝐺𝛾0

𝜆

𝜸

𝒕

𝜏0

𝐺

𝝉 𝝉

𝛾2𝛾1

https://www.youtube.com/watch?v=Ol6bBB3zuGc&list=PL0EC6527BE871ABA3&index=3&feature=plpp_video

Rheology_Markovitz(NatlComFluidMech)

SurfaceTension_Trefethen_NatComFluidMech.mp4


Εξίσωση Navier-Stokes

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝜎11

𝜎12
𝜎13𝜎31

𝜎22 𝜎23

𝜎21

𝜎33 𝜎32

𝑑𝑥1

𝑑𝑥2

𝑑𝑥3

𝜌
D𝑢𝑗

𝐷𝑡
=

𝜕𝜎𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜌𝑔𝑗 (εξίσωση Cauchy)𝜎1𝑗 𝑥 + 𝑑𝑥1𝑒1 = 𝜎1𝑗 𝑥 +

𝜕𝜎1𝑗

𝜕𝑥1
𝑑𝑥1 ֜

Ασυμπίεστο Νευτωνικό ρευστό

𝜌
D𝑢𝑗

𝐷𝑡
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑗
+ 𝜇

𝜕2𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑖
+ 𝜌𝑔𝑗

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑖
= 0

𝜎𝑖𝑗 = −𝑝𝛿𝑖𝑗 + 𝜇
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖

֜

= 0



Εξισώσεις συνέχειας και Navier-Stokes σε κυλινδρικές συντεταγμένες

Εξίσωση συνέχειας

Εξισώσεις r, θ, z ορμής



Εξισώσεις συνέχειας και Navier-Stokes σε σφαιρικές συντεταγμένες

Εξίσωση συνέχειας

Εξισώσεις r, θ, φ ορμής



Σύγκριση αδρανειακών με ιξώδεις δυνάμεις

𝜌𝑢 ∙ 𝛻 𝑢

𝜇𝛻2𝑢
~

𝜌𝑈 Τ𝑈 𝐿

𝜇 Τ𝑈 𝐿2 =
𝜌𝑈𝐿

𝜇
= 𝐑𝐞

Σύγκριση αδρανειακών με βαρυτικές δυνάμεις
(για ροές με ελεύθερη επιφάνεια)

𝜌𝑢 ∙ 𝛻 𝑢

𝜌𝑔
~

𝜌𝑈 Τ𝑈 𝐿

𝜌𝑔
=

𝑈2

𝑔𝐿
= 𝐅𝐫

Χαρακτηριστικές κλίμακες-Ανάλυση τάξης μεγέθους

ή 𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢 ∙ 𝛻 𝑢 = −𝛻𝑝 + 𝜇𝛻2𝑢 + 𝜌𝑔

αδρανειακές δυνάμεις (επιτάχυνση) δυνάμεις πίεσης Ιξώδεις δυνάμεις Βαρυτικές (εξωτερικές) δυνάμεις

(Εξίσωση Navier-Stokes)

Η πίεση εξισορροπεί την κυρίαρχη δύναμη

Re ≫ 1 ֜ ∆𝑝~𝜌𝑈2

Re ≪ 1 ֜ ∆𝑝~𝜇 Τ𝑈 𝐿

Ανάλυση τάξης μεγέθους

𝜕𝑢

𝜕𝑥
~

Δ𝑢

Δ𝑥
~

U − 0

𝐿 − 0
~

U

𝐿

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 =
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
~

Τ𝛥𝑢 𝛥𝑥 − 0

𝛥𝑥
~

𝛥𝑢

𝛥𝑥 2 ~
𝑈

𝐿2



Συνοριακές συνθήκες



Κινηματικές συνοριακές συνθήκες

Συνθήκη ολίσθησης σε τοίχωμα

• Ατριβές ρευστό

• Αραιά αέρια (μοριακή ολίσθηση)

• Μικροφυσαλίδες

• Ηλεκτρικό πεδίο (ζ-δυναμικό τοιχωμάτων)

ΔΙΕΠΙΦΑΝΕΙΑ ΥΓΡΟΥ-ΑΕΡΙΟΥ

(1)

(2)
𝑢𝑛

(1)
= 𝑢𝑛

(2)

𝑢𝑡
(1)

= 𝑢𝑡
(2)

F 𝑥, 𝑡 = 0

𝐷𝐹

𝐷𝑡
= 0 ֜

𝜕𝐹

𝜕𝑡
+ 𝑢(𝑖) ∙ 𝛻𝐹 = 0 , 𝑖 = 1,2

𝑛

𝑡

Παράδειγμα: Διδιάστατα κύματα στο νερό
Ένα σωματίδιο στην ελεύθερη επιφάνεια κινείται παραμένοντας 
πάντα στην επιφάνεια, άρα Τ𝐷𝐹 𝐷𝑡 = 0

𝑦

𝑥

𝑦 = ℎ(𝑥, 𝑡)
𝐹 𝑥, 𝑡 = ℎ 𝑥, 𝑡 − 𝑦 ֜

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕ℎ

𝜕𝑥
= 𝑣

𝑢𝑠𝑙𝑖𝑝 = 𝜆
𝑑𝑢

𝑑𝑦
𝑤

𝑢𝑛

𝑢𝑡

ΣΤΕΡΕΟ ΤΟΙΧΩΜΑ

𝑢𝑛 = 𝑢 ∙ 𝑛

𝑢𝑡 = 𝑢 ∙ 𝑡

μη-διείσδυση

μη-ολίσθηση

𝑢𝑡 = 𝑢 − 𝑢 ∙ 𝑛 𝑛 = 𝐼 − 𝑛𝑛 ∙ 𝑢



Δυναμικές συνοριακές συνθήκες

𝜎(1) ∙ 𝑛 + 𝜎(2) ∙ −𝑛 + 𝛾 −2𝜅𝑚𝑛 + 𝛻𝑠𝛾 = 0

: επιφανειακή τάση

: μέση καμπυλότητα διεπιφάνειας

: κάθετη δύναμη

: τάση Marangoni

𝛾

𝜅𝑚

𝛾 −2𝜅𝑚𝑛

𝛻𝑠𝛾

ΣΤΕΡΕΟ ΤΟΙΧΩΜΑ Οι τάσεις παραλαμβάνονται από το στερεό υλικό

ΔΙΕΠΙΦΑΝΕΙΑ ΥΓΡΟΥ-ΑΕΡΙΟΥ Οι δυνάμεις ισορροπούν (μηδενική μάζα στη διεπιφάνεια)

Η σημασία της επιφανειακής τάσης

Μικροφυσαλίδες στο τοίχωμα

𝛿

𝑢𝑠𝑙𝑖𝑝

𝜇𝑤

𝑑𝑢

𝑑𝑦
𝑤

= 𝜇𝑎𝑖𝑟

𝑢𝑠𝑙𝑖𝑝

𝛿
֜

𝑢𝑠𝑙𝑖𝑝 =
𝜇𝑤𝛿

𝜇𝑎𝑖𝑟

𝑑𝑢

𝑑𝑦
𝑤

𝑓(1) = 𝜎(1) ∙ 𝑛

𝑓(2) = 𝜎(2) ∙ −𝑛

𝑛(1)

(2)

𝑓(1)

𝑓(2)



Επιφανειακή τάση-τριχοειδής πίεση

Σφαιρική σταγόνα ή φυσαλίδα 

𝑃𝑖𝑛 − 𝑃𝑜𝑢𝑡 =
2𝛾

𝑅

2κm =
1

R1
+

1

R2

(1)

(2)

𝑛
Μέση καμπυλότητα 

Ορισμός επιφανειακής τάσης

𝛿𝑊𝑠 = 𝑓𝑑𝑥 = 𝛾 ∙ 2𝑙 𝑑𝑥

𝑓

𝑙

𝑓 = 𝛾 ∙ 2𝑙 ֜ 𝛾 =
𝑓

2𝑙

: ενέργεια ανά μονάδα επιφάνειας 𝜸

= 𝛾𝑑𝐴 ֜ 𝛾 =
𝛿𝑊𝑠

𝛿Α

2 𝛾 𝑊 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝛥𝑝 𝑊 ∙ 2𝜃𝑅

𝜃

𝑊 Καμπυλότητα σε μία διάσταση

֜ Δ𝑝 =
𝛾

𝑅
= 𝜅 𝛾

https://www.youtube.com/watch?v=
MUlmkSnrAzM&list=PL0EC6527BE871
ABA3&index=4&feature=plpp_video

Ισορροπία χωρίς ροή

𝜎(1) ∙ 𝑛 + 𝜎(2) ∙ −𝑛 + 𝛾 −2𝜅𝑚𝑛 + 𝛻𝑠𝛾 = 0

−p1𝑛 p2𝑛 0

𝑛(1)

(2)

𝑓(1)

𝑓(2)



Τριχοειδή φαινόμενα

ΤΡΙΧΟΕΙΔΗΣ ΑΝΥΨΩΣΗ ΥΓΡΟΥ

ℎ =
2𝛾 cos 𝜃

𝑟𝑔 𝜌𝑙 − 𝜌𝑣𝜃

ℎ

2𝑟

ΔΙΑΒΡΟΧΗ ΣΤΕΡΕΟΥ ΑΠΟ ΥΓΡΟ

𝜃 𝜃

Διαβρεχόμενη επιφάνεια Μη-διαβρεχόμενη επιφάνεια

cos 𝜃 =
𝛾𝑆𝑉 − 𝛾𝑆𝐿

𝛾

Γωνία επαφής

𝑑𝑥

𝜃 𝑑𝑥 ∙ cos 𝜃

𝑑𝛦 = 𝛾𝑆𝐿 − 𝛾𝑆𝑉 2𝜋𝑅 ∙ 𝑑𝑥 + 𝛾 2𝜋𝑅𝑑𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 0

𝑆 = 𝛾𝑆𝑉 − 𝛾𝑆𝐿 − 𝛾

: τέλεια διαβροχή𝑆 ≥ 0

: μερική διαβροχή𝑆 < 0



Επιφανειοδραστικά

𝛤 = 𝑚𝑜𝑙/𝑚2

𝐶 = 𝑚𝑜𝑙/𝑚3

(𝛤∞: 𝑚𝑎𝑥 𝛤)

)𝜸 = 𝜸(𝜞

𝜞 ↑ ֜ 𝜸 ↓

𝑘𝑎𝐶 𝛤∞ − 𝛤 = 𝑘𝑑𝛤



C𝐸𝑡𝑂𝐻 ↑ ֜ γ ↓

Το κρασί που δακρύζει

Τάσεις Marangoni

Πνευμονικές κυψελίδες

𝛾
𝑑𝑥

𝛾 +
𝜕𝛾

𝜕𝑥
𝑑𝑥

= 𝛾 +
𝑑𝛾

𝑑Γ

𝜕Γ

𝜕𝑥
𝑑𝑥

𝒖𝒔𝑥

𝜎(1) ∙ 𝑛 + 𝜎(2) ∙ −𝑛 + 𝛾 −2𝜅𝑚𝑛 + 𝛻𝑠𝛾 = 0

https://www.youtube.com/
watch?v=FeUdsyRZdTs

)𝜸 = 𝜸(𝜞, 𝚻 ∶ 𝜞 ↑ ֜ 𝜸 ↓ 𝑜𝑟 𝚻 ↑ ֜ 𝜸 ↓

Δύο πηγές σχηματισμού τάσεων Marangoni



Ευθύγραμμες ροές και υδραυλικά δίκτυα

We know what physical laws mean. We have the mathematical tools to derive exact solutions for a few simple situations. To combine the 
two in order to estimate precisely enough what will happen in a complex situation is the art of the engineer. This frequently involves the 
ability to know which simple situation (from the solvable ones) best approaches the real-life problem faced.

Τhe art of the engineer (Richard Feynman)



Παραδείγματα ευθύγραμμων ροών

Ροή Couette-Poiseuille σε κανάλι

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧 = (𝑢𝑥, 0, 0) 𝛻 ∙ 𝑢 = 0 ֜
𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥
= 0 ֜ 𝑢𝑥 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑢𝑥(𝑦)

θ

h

g

Βαρυτική ροή υγρού υμένα

P0 = 0

Ισοζύγια;
Συνοριακές συνθήκες;

h

Uw

p0
p1

L

y

x

֜ 𝑢𝑥 𝑦 = 𝑈𝑤

𝑦

ℎ
+

Δ𝑃

2𝜇𝐿
𝑦 ℎ − 𝑦

0 = −
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 𝜇

𝑑2𝑢𝑥

𝑑𝑦2

𝑑𝑝

𝑑𝑥
=

𝑝1 − 𝑝0

𝐿
= −

Δ𝑃

𝐿

𝑔𝑦 = −𝑔 𝑐𝑜𝑠𝜃 ֜ 𝑝 𝑥, 𝑦 = 𝜌𝑔 𝑐𝑜𝑠𝜃 ℎ − 𝑦

𝑔𝑥 = 𝑔 𝑠𝑖𝑛𝜃 ֜ 𝑢𝑥 𝑦 =
𝜌𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃

2𝜇
𝑦 2ℎ − 𝑦

𝑉 =
𝜌𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 ℎ2

3𝜇
=

2

3
𝑢𝑥 ℎ , 𝑅𝑒 =

𝑉ℎ

𝜈
=

𝜌𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 ℎ3

3𝜈2

Υδροδυναμική λίπανση Συμπύκνωση ατμών



Περιστροφική ροή μεταξύ κυλίνδρων

ri roΩi

𝛻 ∙ 𝑢 = 0 ֜
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑢𝜃

𝜕𝜃
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
= 0

Συμμετρία ως προς θ

𝑢 𝑟, 𝜃, 𝑧 = (0, 𝑢𝜃 , 0)
𝑢𝑧 = 0 ֜

𝑢𝜃 𝑟, 𝜃, 𝑧 = 𝑢𝜃 𝑟

Αστάθεια Couette-Taylor

𝑇𝑎𝑐𝑟 =
𝑟𝑖 𝑟𝑜 − 𝑟𝑖

3Ω𝑖
2

𝜈2 ≈ 1700

𝑇𝑎 =
1,2 𝑇𝑎𝑐𝑟

𝑇𝑎 =
8,5 𝑇𝑎𝑐𝑟

Μονοδιάστατη ροή

0 = −
1

𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝜃
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑟

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟𝑢𝜃 ֜ 𝑢𝜃 = C1𝑟 +

C2

𝑟

Συμμετρία ως προς θ

𝑢𝜃 𝑟𝑖 = 𝑟𝑖Ω𝑖

𝑢𝜃 𝑟𝜊 = 0
֜ 𝑢𝜃 = 𝑟𝑖Ω𝑖

𝑟𝜊
𝑟 −

𝑟
𝑟𝑜

𝑟𝜊
𝑟𝑖

−
𝑟𝑖
𝑟𝑜



Ροή Poiseuille σε αγωγό

∆𝑃 =
8𝜇𝐿𝑉

𝑅2

𝑢 𝑟, 𝜃, 𝑧 = (0,0, 𝑢𝑧)

𝑄 = 𝑉 𝜋𝑅2 = න
0

𝑅

𝑢𝑧 𝑟 2𝜋𝑟𝑑𝑟 ֜

2𝑅

𝑉

֜

𝛻 ∙ 𝑢 = 0 ֜
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑢𝜃

𝜕𝜃
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
= 0 ֜ 𝑢𝑧 𝑟, 𝜃, 𝑧 = 𝑢𝑧 𝑟

Εξίσωση συνέχειας

Εξίσωση Navier-Stokes σε κυλινδρικές συντεταγμένες (z-ορμή)

0 = −
𝑑𝑝

𝑑𝑧
+ 𝜇

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
𝑟

𝑑𝑢𝑧

𝑑𝑟
,

𝑑𝑝

𝑑𝑧
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = −

Δ𝑃

𝐿

Συνοριακές συνθήκες 𝑢𝑧 𝑅 = 0 ,
𝑑𝑢𝑧

𝑑𝑟
𝑟=0

= 0

𝑢𝑧 𝑟 =
ΔP

4𝜇𝐿
𝑅2 − 𝑟2

𝑉 =
ΔP 𝑅2

8𝜇𝐿
=

𝑢𝑧 0

2
֜

Αστάθεια και τύρβη

(Turbulent puffs and slugs)



Συντελεστής τριβής και πτώση πίεσης σε αγωγό

𝜏𝑤

𝜏𝑤

∆𝑃 = 4𝑓
𝐿

𝑑

𝜌𝑉2

2

∆𝑃
𝜋𝑑2

4
= 𝜏𝑤 𝜋𝑑 𝐿 ֜ ΔP =

𝐿

𝑑
4𝜏𝑤

Ισοζύγιο δυνάμεων στο ρευστό

𝜏𝑤~𝑓
1

2
𝜌𝑉2 ֜ 𝑓 =

2𝜏𝑤

𝜌𝑉2

Συντελεστής 
τριβής Moody

𝑃 + ∆𝑃 𝑃

𝑃 + ∆𝑃 𝑃

𝑑

𝑑

𝑓 =
16𝜇

𝜌𝑉𝑑
=

16

𝑅𝑒



Διάγραμμα Moody
Συ

ντ
ελ

εσ
τή

ς 
τρ

ιβ
ή

ς,

Αριθμός Reynolds, Re=Vd/ν

Σχ
ετ

ικ
ή

 τ
ρ

α
χύ

τη
τα

, ε
/d

1

4𝑓
= −2,0 log

2,51

Re 4𝑓
+

Τ휀 𝑑

3,7



Υδραυλικά δίκτυα: Υπολογισμός τριβών

ሶ𝑚
𝑝

𝜌
+

𝑢2

2
+ 𝑔𝑧

𝑖𝑛

= ሶ𝑚
𝑝

𝜌
+

𝑢2

2
+ 𝑔𝑧

𝑜𝑢𝑡

+ ሶ𝑊𝑠 + ሶ𝑚 𝑙𝜏𝜌

ΙΣΟΖΥΓΙΟ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ

Τሶ𝑚 𝜌 𝑝2 − 𝑝1 = − ሶ𝑊𝑠 Τ𝑝2 − 𝑝3 𝜌 = 𝑙𝜏𝜌,

p1
p2 p3

Παραδείγματα

(𝑏ℎ𝑝) = ൗሶWs ηp , ሶWs,electric = ൗሶWs ηpηm

ηp

ηm

: υδραυλικός βαθμός απόδοσης 

: βαθμός απόδοσης κινητήρα (0,90-0,95)

𝑙𝜏𝜌 = 4𝑓
𝐿

𝑑
+ 

𝑖

𝐾𝑖

1

2
𝑢2

𝑓 =
16

𝑅𝑒
, 𝑅𝑒 =

𝜌𝑢𝑑

𝜇
< 2100

1

4𝑓
= −2,0 log

2,51

Re 4𝑓
+

Τ휀 𝑑

3,7
≈

≈ −1,8 log
6,9

Re
+

Τ휀 𝑑

3,7

1,11

, 𝑅𝑒 > 4000

Υδραυλικές αντιστάσεις

https://checalc.com/fluid_flow_fitting_losses.html

Απώλειες εξαρτημάτων (βάνες, γωνίες, συστολές)

𝐾 =
𝐾1

𝑅𝑒
+ 𝐾∞ 1 +

𝐾𝑑

𝑑𝑛𝑜𝑚,𝑖𝑛𝑐ℎ
0,3

ሶ𝑚 𝐻 +
𝑢2

2
+ 𝑔𝑧

𝑖𝑛

= ሶ𝑚 𝐻 +
𝑢2

2
+ 𝑔𝑧

𝑜𝑢𝑡

+ ሶ𝑊𝑠 + (− ሶ𝑄)

ΑΠΩΛΕΙΕΣ ΤΡΙΒΩΝΕΙΣΑΓΩΓΗ ΙΣΧΥΟΣ



Απώλειες εξαρτημάτων

𝐾 =
𝐾1

𝑅𝑒
+ 𝐾∞ 1 +

𝐾𝑑

𝑑𝑛𝑜𝑚,𝑖𝑛𝑐ℎ
0,3



Υδραυλικά δίκτυα: Εισαγωγή ισχύος

Αντλίες θετικής εκτόπισης

Φυγοκεντρικές αντλίες

Χαρακτηριστική καμπύλη αντλίας



𝑢𝑡𝑖𝑝~𝑁𝐷

∆𝑃~𝜌𝑢𝑡𝑖𝑝
2

Χαρακτηριστικά φυγοκεντρικών μηχανών

Σπηλαίωση

Ανάλυση τάξης μεγέθους

𝑩𝑬𝑷

𝑁

𝐷

: αριθμός στροφών

: διάμετρος φτερωτής

𝑢𝑡𝑖𝑝 : ταχύτητα ακμής

Τ∆𝑃 𝜌𝑔 : μανομετρικό ύψος

Q~𝑢𝑡𝑖𝑝𝐴𝑓𝑙𝑜𝑤~𝑁𝐷𝐷2~𝑁𝐷3

𝑔𝐻 =
ΔP

𝜌
~𝑢𝑡𝑖𝑝

2~𝑁2𝐷2

𝐼 = 𝑄 𝛥𝑃~𝜌𝑁3𝐷5

(Ογκομετρικές συσκευές)

(Ωφέλιμη ισχύς)

p0
p1

Q



Σπηλαίωση



Αδιάστατες παράμετροι και ειδική ταχύτητα

Αδιάστατες παράμετροι

C𝑄 = Τ𝑄 𝑁𝐷3

C𝐻 = Τ𝑔𝐻 𝑁2𝐷2

𝐶𝛪 = Τ𝑏ℎ𝑝 𝜌𝑁3𝐷5

𝜂 = ΤC𝑄C𝐻 CΙ

𝑆𝑝 =
𝐶𝑄∗

1/2

𝐶𝐻∗
3/4

=
𝑁𝑄1/2

𝑔𝐻 3/4

(𝑆𝑝
′ = 17182 𝑆𝑝)

Γεωμετρικά όμοιες αντλίες 
έχουν σε ομόλογα σημεία 
λειτουργίας ίδιες τιμές των 
αδιάστατων παραμέτρων

𝐶𝑄∗ , 𝐶𝐻∗ , 𝐶𝐼∗( BEP : )

Ειδική 
ταχύτητα



Σημείο λειτουργίας υδραυλικού δικτύου

𝛨𝑠𝑦𝑠 =
− ሶ𝑊𝑠

𝜌𝑔𝑄
=

𝑝𝑜𝑢𝑡 − 𝑝𝑖𝑛

𝜌𝑔
+

𝑢𝑜𝑢𝑡
2 − 𝑢𝑖𝑛

2

2𝑔
+ 𝑧𝑜𝑢𝑡 − 𝑧𝑖𝑛 + 

𝑗

4𝑓𝑗

𝐿𝑗

𝑑𝑗
+ 

𝑖

𝐾𝑗𝑖

𝑢𝑗
2

2𝑔

= 𝐹(𝑄)

Καμπύλη υδραυλικής αντίστασης δικτύου

𝛨ℎ𝑒𝑎𝑑 = 𝐺(𝑄)

Καμπύλη αντλίας

𝑄 = 𝐶𝑉𝑓 𝑥
𝛥𝑝

Τ𝜌 𝜌𝛨2𝛰

Βάνα ελέγχου


